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第 一 章 基本 概念 | 
$1. 李 代 数 / 


设 9 是 复数 域 C 上 的 有 限 维 向 量 空间 《或 称 线 性 空间 ), 并 训 
在 9 中 定义 了 一 个 求 换 位 元 素 的 运算 《简称 换 位 运算 )， 即 对 村 9 


中 任意 二 元 素 X 和 YY, 9 中 都 有 唯一 的 一 个 元 素 与 之 相应 . 这 个 


元 素 记 作 [X, Y], 称 为 X 和 了 的 换 位 元 素 。 再 设 这 个 换 位 运算 满 
足以 下 条 件 : : 
I [xi 十 AX, YY] = 二 和 [Xi YY 了] 十 [X,Y], 对 任意 Xi1， 
X,，Y €9 及 任 沪 复数 人 1 ，/2， 
lH. [X,Y]== 一 [Y, 义 ], 对 任意 X,Y€g9. 
HI. [Xx,[Y, Z1]+[Y,[zZ,xX]j]-+[Z,[x,Y]] = 0, 对 任 
音 X,Y,2ZE€9. 
这 时 9 就 称 为 复数 域 上 的 李 代 数 , 简称 为 复 李 代数 ,有 时 更 简称 为 
李 代 数 ， 问 量 空间 9 的 维 数 称 为 李 代数 9 的 维 数 , 记 作 dim 9. 
条 件 工 是 改换 位 运算 对 于 第 一 个 因子 是 线性 的 。 利用 ,可 
以 从 工 推 由 换 位 运算 对 于 第 二 个 因子 出 是 线性 的 : 
T， fx 1AY 二 Ti] 一 人 TIX YY] 二 ALX 7 ] ,对 任意 并 ， 
Y1,，Y2€9 及 任 攻 复 煞 1, A 
其 次 ,利用 开 , 又 可 以 从 II 推出 
II’. [[x, Y¥}, 2] + [[Y, 2Z],X] 十 [[Z, XxX], Y] = 0. 
也 可 以 将 III 写成 
HI [Xx,[Y,2i] = [[{x,Y], Z}+[Y,[x, Z]]. 
通常 我 们 将 条 件 DI 称 为 Jacobi 居 等 式 ， 最 后 在 王 中 置 X 一 了 ,我 
们 有 
IF，[X,X] = 0, 对 任意 X6E9. 
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我 们 举 出 下 面 几 个 例子 . 

例 1i。 设 8 是 C 上 的 任 一 有 限 维 问 量 空间 . 对 于 任意 X， 
Y69, 定义 [X, Y] 一 0, 这 时 了 TI;, III 自然 成 立 , 于 是 8 成 为 一 个 
李 代 数 ,我 们 称 9 是 个 交换 李 代 数 ， 

一 般 地 , 李 代 数 9 中 如 有 了 两 个 元 素 X 和 Y ， 具有 性 质 [X,Y] 

一 0 ,我 们 了 束 膏 外 和 YY 交换, 
例 2。 设 了 7 是 C 上 三 维 问 量 空 间 , 而 o1, ce;,; 63 是 V3 的 一 租 
基 , 于 是 了 3; 中 任 一 元 素 * 篆 可 写作 
* = Xiei 十 Xe; 十 wes, 
再 讼 y < 六 3， 配 
y = yei 十 yez yes, 
定义 
[X,Y] = (xy3 — way)e1t x3y1 — Kiy3)es 十 (zy — x2y1) es, 
则 73 对 于 如 此 定义 的 换 位 运算 和 组 成 一 个 李 代 数 ， 

例 3. 说 9 是 C 上 3 X3 斜 对 称 拭 阵 的 全 体 , 9 可 看 作 C 上 
的 向 量 空间 ， 如果 对 于 任意 X,Y €9;3, 定义 [X,Y] = XY 一 YX， 
则 9; 就 成 为 一 个 李 人 代数， 

我 们 可 以 在 83 中 碗 一 组 基 


0 0 0 0 0 1 0 一 1 0 
Mi 一 | 0 下 0 0 0|1,M=|I1! 0 0|， 
0 1 0 一 10 0 0 0 0 


于 是 
[Mi, M2z] = M;, [ M;, Mi = Mi， [Ma:， Mi| = M;. 
而 9; 中 任 一 算 障 和 可 写作 


0 “NX3 %2 
= 一 XY 0 一 一 XiAd 十 XM 十 XM;, 


-一 XI ~1 0 
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0 ~—y; yy 
一 y3 0 一 和 | 一 yMi + yM; 十 ysM;, 


一 和 yy 0 
出 


[X,Y] = (x2y 一 x3y2 Mi + (xayi 一 tiy3)M2 十 《xl1y2 一 x2y1) M3. 
因 之 从 VV; 到 9 的 映 英 
x = wiei tT x2e2 Tt Ke3s > X= xiMi + xM, + xsM; 

是 一 一 喘 射 旦 具有 性 质 : 

1) 如 xz 一 X, 7 一 了 ), 则 对 任意 人 peECAx 十 1 一 人 X 十 
AL ; 

2) 如 xz 一 X,y 一 了 Y) 则 [zx,y] 一 [X, Yl]. 
这 就 是 说 ,V3 和 g; 具有 相同 的 代数 和 畏 构 , 

一 般 说 来 ,从 李 代数 9 到 四 之 上 的 一 一 映射 丈 -> 了 ， 称 为 同 
构 , 如 果 它 满足 下 述 条 件 : 

1) 如 XI 一 Yi Xa 一 Y2) 则 对 任意 人，AEC，AXI1 十 jpX2 一 
AYi 十 ppY,, 

2) 如 Xi 一 > Yi，X2 一 Y， 则 [Xi Xl > [LY Y;]. 
这 时 我 们 也 说 9 和 和 同 构 , 记 作 g 人 9。 特别， 从 李 代 数 8 到 目 
身 之 上 的 同 构 称 为 自 同 构 . 

李 代 数 的 基本 问题 之 一 就 是 定 出 所 有 互 不 同 构 的 李 代数 

设 9 是 7? 准 李 代数 ， 并 设 XX X; 是 9 的 一 租 基 ， 假 定 


[xX,, xX; ] Dx 1 Qt, < 
则 8g 中 任意 两 个 元 来 的 换 位 元 来 可 利用 co 这 > 个 常数 计算 出 
来 ， 即 如 兴 一 > AiXi, Y= > LiX;, 央 


[X,Y]= >, MpchXr. (1) 


近况 
这 样 ， ci 人 (3 7 ， R 一 了 2: 六 ) 这 个 数 联 称 为 6 的 一 组 结构 
常数 ， 不 难 验 证 , 9 的 一 组 结构 常数 咏 葡 足以 下 关系 式 : 
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1) 二 一 性 ， 1 和 ;11 和 +， 
2 ) >》 ， (Cisctk 十 CHCHs 十 chicli) 一 0 ， 1 < z 。 1 ， RR， ! < 7 。 
一] 


友之 , 珊 86 是” 维 问 量 空间 ， ch(i,fjs R= 1, <， 7) 是 #5 个 党 
数 且 请 足 上 述 条 件 1) 和 2)。 如 果 在 9 中 选 一 组 基 Xi1,**……,X,, 并 


利用 (1) 式 来 定义 8 中 两 个 元 素 X 一 >， 1NX 和 了 一 》, piXji 的 
i=1 . 了 三] 


换 位 元 束 ,可 以 证 明 8 对 于 这 样 定义 的 换 位 运算 组 成 一 个 李 代 数 ， 
显而易见 ,可 选取 同 构 的 李 代 数 的 基 , 使 它们 可 以 有 同一 组 结 
构 常 数 ,而 且 有 相同 的 结构 常数 租 的 李 代数 必 辐 构 ， 另 一 方面 , 李 
代数 的 千 构 常数 组 依 囊 于 基 的 选取 ， 设 YI, Y;,'*',，Y, 是 8 的 另 
一 组 基 ,假定 | 
ly;, Y;] = >, cHYry 1 Qi, 所 7, 
Yi 一 oadK, ligr, 


7 二 


而 det(e; ) 关 0, 于 是 有 


六 fr 

| 1 . 四 

>》, Ci a 一 > af cf Cli, 1 委 17 和 7。 (2) 
二 1] 一】 


因此 ， 两 个 李 代 数 辐 构 当 且 仅 当 它们 的 千 构 常数 租 性 和 c 站 适合 
关系 式 (2), 其 中 (i ) 为 一 非 民 矩阵， / 

最 后 ,我 们 再 举 出 下 面 的 例子 . 

例 4。 设 9(K2，C) 是 C 上 所 有 >”X 2 和 矩阵 的 集合 ， 我 们 知道 
8l(x，C) 对 于 答 阵 加 法 及 数 乘 矩阵 的 乘法 组 成 C 上 的 一 个 zr? 稚 
向 量 空 间 。 现 在 对 于 任意 X, YEsel(>,C) 定 义 

[X,Y] = XY ~— YX, 
则 gl(w,C) 租 友 一 李 代 数 ， 

9l(x, C) 亦 可 看 作 由 C 上 某 一 关 维 疝 量 空间 了 上 的 一 切线 性 
变换 所 和 组 成 ,这 时 常 记 作 9IK(F )。 有 时 我 们 采用 这 一 观点 ， 有 时 划 
乐 用 另 一 观 氮 ,车 者 可 从 上 下 妈 目 明 , 因 面 管 不 加 特殊 声明 。 
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识 9 是 李 代 数 ，m, rt 是 9 的 子 集 ， 以 mm 十 nt 家 由 9 中 一 切 
形 如 MM 十 N (ME€m, NEn) 的 元 素 所 张 成 的 向 量子 空间 ; 以 [m， 
Y] 表册 6 中 一 切 形 如 [M,N] CNMEm，NEn) 的 元 素 所 张 成 的 向 
草 子 空间 ， 喜 mm rt、 + 都 是 9 的 子 空间 ， 划 有 以 下 诸 性 
质 : 

1) [m+ m,n]Slm, nl [m,n]: 

2) [m,n] = [n,m]l: 

3) [m, {fn, pj]Sl[n, fb 十 [pb [m, rj]. 

仍 设 9 是 李 代 数 . 9 的 一 个 子 空 间 ! 称 为 9 的 一 个 子 代 数 , 如 
果 [9, 上 日 Cb; 换 甸 话 膏 ,对 任意 贸 , YE€9 总 有 [X,Y1€0，89 的 一 
-个子 空间 5 称 为 9 的 一 个 理想 ,如 果 [9,9]C9; 换 锯 话说、 对 任意 
XE€9,Y 了 E90, 总 有 [X,Y]€9.，8 的 理想 自然 是 9 的 子 代 数 ， 如 由 
各 了 ;是 3 的 理想 ,上 则 中 十 久 和 二 位; 也 是 9 的 理想 ， 

gt(n，C) 的 子 代数 称 为 矩 陈 李 代数 ,也 称 为 线性 李 代 数 . 

座 0 是 李 代 数 9 的 理想 , 象 通 常 一 样 ,可 定义 商 空间 9/0, 七 由 
9 对 9 的 万 有 陪 集 ( 即 园 余 类 ) 和 组 成 ， 如 和 CE9;, 记 区 一 和 十 日 为 习 
所 属 的 modb 的 同 余 类 , 郎 商 空间 9/ 中 的 一 个 元 素 。 定义 

[X, Y] = [X, Y]. | 
可 以 证 明 , 这 个 定义 与 同 余 类 中 代表 元 来 的 选取 无 关 ， 这 样 , 商 实 
二 9/ 对 于 如 此 定义 的 换 位 运算 组 成 一 个 李 代 数 , 称 为 8 对 9 的 

设 9 是 李 代数 ,5 是 9 的 理想 , 于 是 可 以 定义 一 个 从 9 到 商 代 

数 9/5 之 上 的 映射 
X— 及 
可 以 永明 ,这 个 映射 满足 条 件 : 

1) 如 X 一 XY 一 了 , 则 对 任意 人 ,EC，1X 十 1 一 

1X 十 上 Y 
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2) 如 X 一 人 ,了 一 了 , 旭 [TX， 7] -> [X,Y]. 
一 般 襄 来 ,从 李 代 数 g 到 李 代 数 g 之 中 的 一 个 映射 
KX-—> XI 

称 为 一 个 同 态 ,如 果 写 满足 条 件 : 

1) 如 和 X 一 Xi YY 了 一半 则 对 任意 人, EC,， MX AT HpY 一 
人 XI1 十 Yi; 

2) 如 X 一 Xi 一 Yi [X,Y]— {Xx, Yi]. 
如 果 这 个 同 态 是 映 上 的 ,我 们 就 膏 9 是 9 的 一 个 同 态 象 . 

宋 理 1。 从 9g 到 它 的 商 代 数 9/9 之 上 的 映射 X 一 总 是 一 个 
同 态 , 称 为 自然 同 态 ,而 9/ 是 9 的 一 个 同 态 象 ， 反 过 来 ,发 

f:X -> XI z 
是 从 李 代 数 g 到 9 之 上 的 一 个 同 态 ,将 同 态 的 核 记 作 0( 即 6 中 在 
同 态 之 下 映 到 0 的 元 素 的 全 体 ), 则 b 是 9 的 一 个 理想 ,而 

{f: X —> ff(X) 
是 商 代数 9/0 到 gi 之 上 的 同 构 (f 称 为 由 了 所 诱导 出 来 的 自然 同 
构 ), 

证 。 从 和 需要 证 明定 理 的 第 二 部 分 ， 先 证 9 是 9 的 理想 , 设 X， 
YE0, 即 故 X) = HAY) 一 0, 则 

帮 X 十 Y) 一 帮 X) 十 FY)= 一 0 二 0 一 0， 
故人 MX) 一 Af(X) 一 人 .0 一 0, 对 任意 和 EC， 
于 是 久 十 了 Eb, 4AX E90, 这 证 明了 9 是 9 的 子 空间 ， 再 设 XE9， 
YE6Eb50， 则 
tf([x, Y]) 一 [KKX)， 帮 7)] = [f(X), 0] = 0. 

因 之 [X,Y] €9, 这 诈 明 了 bb 是 9 的 理想 . 

其 次 话 明 f 的 定义 不 依赖 于 同 余 类 中 元 素 的 选取 ， 设 X,Y 
属 同一 同 余 类 , 即 久 一 了 ,那么 X 一 Y= 二 HEb， 于 是 

{A(X —Y)= AH)= 0, 

因 之 所 X) = 二 HY), 所 以 作 X) = HY). 

最 后 诈 明 了 是 个 同 构 , 设 这 ,了 YE 9/9, 则 
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1{(X+Y)=/X+ YY) =xX) +fY) = FX) + HY), 
{2X) = f(AX) 一 MX) = A(X), 对 A€EC, 
HLX,7]) = (X,Y)) = [1X), HY)] = [KX), KY)]. 
因此 +/ 是 同 态 . 再 发 万 X) 一 万 YY), 而 这 ,YE9/b ,那么 
1{(X—Y)=fxX)~—H(Y)=fHX)— HY)= 0. 
于 是 X 一 Y&0, 办 之 叉 = 二 Y。 这 证 明了 了 是 一 一 对 应 , 因而 是 同 
构 . 

这 样 定 理 1 就 完全 证 有 明了， 

为 了 说 肯 以 上 构 念 , 举 岂 下 面 一 些 例子 . 

例 5. gi(n, C) 中 所 有 迹 为 0 的 矩阵 租 成 一 个子 代数 ， 记 作 
As-1。 实际 上 ，Aw-i 还 是 gt(n,C) 的 理想 , 因为 , 如 X,， YEgIkz， 
C ) ， 月 j 

Tr[X,Y] = Tr(XY 一 YX) = 0, 
故 [X,Y]€ 24- 

ez，C) 中 所 有 和 纯 量 和 矩阵 组 成 一 个 一 维 子 代数 , 它 也 是 9l(w， 

C ) 的 理想 ,因为 ,如 41 为 纯 量 和 矩阵, 则 对 任意 XEe(K2z，C ) 都 有 
[X, AT 一 和 .MT 一 人 MT. X 一 0. 

9l(z, C) 中 所 有 对 角 和 矩阵 组 成 一 个 二 维 变换 子 代数 记 作 
b{n, C)、，9l(n, C) 中 所 有 迹 为 0 的 对 和 角 和 给 承租 成 4,-i 的 一 个 
n 一 1 维 交 换 子 代数 , 

例 6， 设 M 是 mn Xx 2 和 矩 了 重活 合 条 件 

XAM 十 MX' 一 0 
的 一 切 n X 半 复 系 数 和 矩阵 X 租 成 一 个 线性 李 人 代数. 实际 上 ,从 
XM 十 MX 一 0 及 YM 二 MY7 二 0 推出 
[X YY]JM 二 MIX,Y] = (XY ~— YX)M + M(XY — YX) 
一 XYM — YXM MYX — MXY’ 
一 一 XMY' + YMX’— YMX’ -+ XMY’=0., 
这 个 李 代 数 记 作 g(wx, M,C).。 容易 验证 ,如 Mi 和 M; 合同 ,其 
gz, Mi, C) 与 8(n, M,C) 辐 构 , 
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g(n, M,C) 有 以 下 重要 特例 : 
发 M 是 一 个 非 奇 异 对 称 和 矩阵 , 这 时 我 们 得 到 正 交 代数 ， 因 任 
一 复 系数 的 非 奇 录 对 称 和 矩阵 革 与 单位 矩阵 合同 ， 因 此 正 交 代数 可 
看 作 由 所 有 和 君 对 称 和 矩阵 组 成 ， 另外 , 任 一 复 系数 的 非 奇异 对 称 抵 
阵 或 者 合同 于 
( ”), 如 二 2m 是 偶数 ， 
I, 0 
或 者 合同 于 


1 0 0 
| 0 中 如 2 一 2m 十 1 是 奇数 ， 
0 I, 0 
因此 正 交 代数 分 成 两 个 系列 , 当 n = 2m 十 1 是 奇数 时 写作 B，， 
而 当 >” 一 2m 是 倡 数 时 记 作 DD，. 

语 邓 是 非 奇 异 余 对 称 和 矩阵 ,这 时 2 一定 是 偶数 = 一 2m。 任 一 
非 奇 异 儿 对 称 和 矩阵 跌 合 同 于 

中 
一 ， 0 

相应 的 代数 称 为 辛 代数 , 记 作 C。， 


$3. 单 代数 

设 9 是 李 代 数 ,显然 8 本 身 以 及 仅 由 零 向 量 组 成 的 子 代数 {0} 
是 9 的 理想 ， 如 果 9 除了 这 两 个 理想 之 外 ,不 再 有 其 它 的 理想 ,就 
说 9 是 个 单 李 代数 . 

显然 一 维 李 代数 是 单 李 代数 , 而 和 维 数 大 于 1 的 交换 李 代 数 一 定 
不 是 单 李 代数 ,因此 ,除了 一 维 代数 之 外 , 单 李 代 数 都 不 是 交换 的 ， 

定理 2。 代数 As(n 之 1), Bs(n 之 1), Cn(n 之 1) 和 D,(n 之 
3) 都 是 单 李 代 数 ， 

证 ， 我 们 先 来 深 一 研究 4,，、B,;，C, 和 D, 的 结构 公式 ， 

(As) 介 zm 二 十 1， 全 体 迹 为 0 的 m Xx m 矩阵 和 粗 成 的 李 代 


$3. 半 代 数 9 


数 就 是 A,， 其 维 数 为 1 十 277。 他 


0 i 
则 所 有 Hi ax (而 >) 1 一 0) 的 集合 租 成 一 个 * 维 交换 子 代 


i 
数 b，、 以 Enix 表 : 行列 位 置 上 的 元 来 为 1 而 其 余 位 租 的 元 来 管 
为 0 的 矩阵 ,再 分 
Ha = Eii — Exrs (i 志 %) 
En = Er, (i %) 
则 与 所 有 Ex-n(if 兰 & ii 8 一 1，2………，71p) 的 线性 组 合 朗 是 
A,. 人 ; 一 AX(Z 送 Az 8 一 1,2,*， ,1m) 称 为 4， 的 根 . 如 果 zz 之 
2 , 则 4, 的 任意 一 个 根 皆 可 从 4; 的 任 一 个 固定 的 根 经 深 次 添加 
4 的 根 得 到 ，4。 的 结构 公式 是 
[fi HH] 二 0, 对 任意 HH, € 9， 
[Hap Ea| = «Eau, 对 任 一 根 a 
[Ea, E-s] = Hs, 对 任 一 根 a (1) 
0 ， 洁 se 十 B 不 是 根 | . 

Ba] 一 Le 车 a 十 BB 是 根 

(B.) 全 加 二 2x 十 1 命 


1 0 0 
S 一 |0 07T) 1， 
0 ah 0 


于 临 一切 m Xx m 的 年 阵 了 X 泛 合 条 件 
XS 十 SX 一 0 


者 组 成 李 代 数 B,， 将 m Xx m 和 矩阵 XX 作 与 $S 同样 的 分 块 


tt x 多 
这 二 |w Aun A 9 
总 ‘A A 
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于 是 X€ 8, 当 且 仪 当 
ZE 一 0,z 比 一 一 ,2 一 一 2 ， Ai = ~ Ax, 4 一 一 dp 
An=— Aa; 
换言之 ，DB， 由 一 切 形 如 
0 zt 2 


—y Au da |, Av =~—Av, An= ~ An 


£ F 
—u An—An 


的 矩阵 组 成 ，B ,的 维 数 是 2n? -+ x， 会 


= 一 人 1 大 


" 一人。 


划 押 有 已 5 的 集合 组 成 一 个 二 维 交 换 子 代数 9)， 再 分 


0 0 
Ei-i 一 En ;Ehitah 一 Er; ,Zh 
— Eki 一 已 六 
0 0 
Eiitriy 一 0 Beg— Eril, 五 -一 大 一 0 1 二胡 
0 - — Ex Exd0 
0 0 2; 0 ei 0 
Ei,=[~ei0 0 |, 5 一 |0 0 0|, 
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0 
Hi 一 | Eas— Erk | ? < kR， 
— Bit Ek 


0 
Hisrag -| Ei Er | ! ~ R， 
— Ei ER 


0 
Hi, = Fs; 3 
\ 一 也; fr 


其 中 e; 表 第 :个 分 量 为 1 .其余 分 量 为 0 的 7 维 向 量 ， 于 是 bb 和 

Ex < 4)， Ex 的 线性 组 合 序 是 B,。 土生 土 (i 二 有 和 

十 称 为 B, 的 根 ， 如 果 ww 之 2, 虽 B, 的 任 一 根 上 背 可 从 B, 的 任 

一 固定 的 根 径 逐 步 添 加 B, 的 根 而 得 到 ，B，, 的 精 构 公式 也 是 (1). 
(Cs) 合 和 一 2z。 命 


0 I” 
KC= (i Dn )， 


于 是 一 切 m Xx m 和 矩 阵 和 适合 条 件 
XK 十 KX 一 10 
者 组成 李 代 数 C,。 显 然 ，C。 由 所 有 形 如 


(2 人 A = A,, As= 4 
An 一 各 > 1l¢ 了 21 2l 


的 矩阵 租 成 ，C，。 的 维 数 是 2z? 十 n。 分 


A 0 
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则 所 有 已 的 集合 粗 成 一 个 二 维 交换 子 代 数 多 再 合 


Fx 0 Pi 0 ， 
hi ( 0 _ gp) A ( 0 _ gp) ‘<% 
i 


天 0 人 PP- ( 0 0 ) 一 
,+ 一 一 A 一 天 二 ) 3 
0 0 i Er Erid 


万 (。 本 下 ( 7 ) 
hi ;2 
2 0 0 E, 0 


p 人 0 ) 一 
人 ;一 1 = ) 
0 — EitEkk 


Ei Err 0 
0 — Ei—Exr 


E;:;; 0 
Ha, 二 一 ( ) 
0 — Ei 


于 是 和 已 + 二 AR 人 2 < 4)，32; 的 线性 组 合 即 是 Co。 士 1 士 从 
G 二 《) 和 和 土 24; 称 为 C, 的 根 . 如 果 & 之 2 则 C， 的 任意 一 个 根 
也 可 以 从 C， 的 任 一 国定 的 根 经 逐步 评 加 C; 的 根 而 得 到 . Cu。 的 
结构 公式 也 是 (1)， 

(D,) 全 和 一 2pr。 命 


0 1”) 
(wo ,) 


于 是 一 切 m X m 和 矩阵 义 活 合 条 件 
XS++ SX = 二 0 
者 组 成 李 代 数 D,。。 显 然 ，D， 由 所 有 形 为 


Hn =( ),i < 


(2 Ap ] A A A 4 
. : | 过 一 >” A 21 A 
An 一 4 


的 矩阵 粗 成 , P。 的 维 数 是 2 六 一 x。 分 
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0 
则 所 有 局 的 集合 组 成 一 个 了 维 交 换 子 代数 6b， 再 分 


Ei 0 En 0 , 
Ba- ( )， 已 ~ 二 一 )»i < 8 


0 —Ekt 0 —Ex 
0 Ex Eg 0 0\ . 
已 7 十 大 一 ); Esa 一 _ ， 5 一 人， 
0 0 一 忆 ， 十 End0 
万 (一 五 0 yi 
hi—hp » 1 

" 0 EF, 十 Es) 

Ei Erk 0 : 

His+th, = ( ft ) _p pg < 有， 


于 是 9 和 Er,zuli 过) 的 线性 组 合 即 是 P,， 士 1 十 Mk 过 和) 称 
为 D, 的 根 、” 如 #5 之 3, 基 D， 的 任 一 根 管 可 由 D, 的 任 一 固定 的 根 
经 逐 步 添加 D, 的 根 而 得 ，D, 的 结构 公式 也 是 (1). 

现在 我 们 可 以 证 朋 dz 宇 1), B,(n 守 1), CC 之 1) 及 D, 
(n 3) 是 单 李 代 数 ， 以 8 表 所 若 虑 的 代数 , 好 4,(n 之 1), Bi(n 
宇 1), Cn(n 之 1) 或 Ds(n 之 3) 之 一 . 设 1 是 8g 的 一 个 非 0 理想， 
我 们 要 证 有 明 n = 一 9。 在 n 中 任 取 -- 非 0 元素 


A= H+ 2), NaBe, 
«EZ 


其 中 Ho€ 9 而 号 表 8 的 所 有 根 的 集合 。 不 妨 假定 有 一 个 ju 关 0; 
因为 如 若 不 然 , 4 = 二 Ho€9, Ho 关 0, 于 是 由 (1) 中 第 二 式 知 一 定 
有 一 个 E。 使 [o， Eo] 二 ooE。 关 0, 这 样 E。&€ 1 

由 A4&n 得 


[局 [La 4]] = 2 NEa€En, rol, 2 (2) 
Ye “EZ : 
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以 7 表 9 的 根 的 个 数 ， 并 将 8 的 l 个 根 记 作 Os 039" " ,1, 则 1 xX! 
行列 式 


C1” ”0 
01 0 
(0 一 | |=ToTJTCo 一 cy 关 0， 
.。.。-. 2 
Cl "oe 


因此 可 选取 加 ,……, 加 使 VOR, ，…, 6) 疡 0。 将 (2) 中 第 + 去 
乘 以 7CN 9) 中 ow 的 代数 余子 式 ,然后 相 加 , 即 得 
VMs» M5) hoEs EN, 

由 此 推出 E。€ nn. | 

对 于 4,, B,, Cs 当 w 之 2 时 ,而 对 于 D， 当 w 之 3 时 ,它们 的 
根 告 可 将 根 陆续 深 加 到 c 上 而 得 到 , 故 由 《1) 中 第 四 式 知 ,对 所 有 
的 根 c, E。e n。 再 由 (1) 中 第 三 式 知 ， 对 所 有 根 a, Hs€ n。 这 就 
证 明了 n= 9. 

对 于 41, Bi1, Ci, 我 们 有 [Es。,E-o] 一 Hs€ n. 因 这 时 8 是 一 维 
的 ， 故 bEn。 于 是 [已 ,BE--] 一 一 gE EN。 故 这 时 也 有 9 一 上 

定理 2 至 此 证 毕 . 


$4 二 和 


设 9 是 李 代 数 , 并 设 9 , 9,… ,9 是 8 的 理想 ,如 果 g 的 任 一 
元 素 X 骨 可 表 成 9 中 一 元 素 , 9, 中 一 元 素 , … 与 9% 中 一 元 过 的 和 
X 一 XI 十 XI 十 :十 XXXiEgCL i m)， 

而 且 这 种 表示 法 是 唯一 的 ,我 们 就 说 8 是 9g, 9 … ,9m 的 直 和 ,并 
记 作 9 一 9 十 9: 十 … 十 9 
设 8 是 6， 9,… ,9n 的 直 和 , 则 对 i j, 9; 门 9; 一 10}, 这 是 
因为 如 X€ g@nog;， 则 / 
X 一 0 十 … 十 0 十 X 十 0 十 十 0 
一 0 十 … 十 0 十 X 十 0… 十 0 


是 X 的 两 种 表 成 81, 91， .…， 9 中 元 素 的 和 的 表 法 . 由 表 法 的 唯一 


§4. 着 和 15 


性 推出 x 二 0。 由 g:n9 = {40}, 对 i 志 j, 推出 [9;, 8;] = 二 0, 对 
i < ;7。 这 是 因为 9;, 9; 都 是 9 的 理想 ,于 是 [9;, 9;] G9 /1g; == {40}. 

如 果 9 是 它 的 理想 4、 , 9m 的 直 和 ， 出 9; 的 理想 也 是 9 的 
理想 ， 实 际 上 , 褒 9 是 9; 的 理想 , 居 由 [6, g;]Clgi, 9;] 二 0， 对 一 
切 7 二 i 推出 

{5,89]C{b, 9 二 … 二 [6,8] = [9b, 8;}CD. 

由 上 上述 性 盾 可 推出 ,如 9 是 宅 的 理想 gi, 9 ……，9 8 的 直 和 ， 
b 又 是 罕 的 理想 9,1,"，'' ,9w 的 让 和 和 , 央 @1 9， 9 gm 者 和 
是 8 的 理想 ,而 9 是 亡 俩 的 直 和 实际 上 ,首先 由 上 述 性 质 推 出 ,9 
的 理想 9 … ,gw 都 是 9 的 理想 ;其 砍 , 证 和 XE8,， 则 和 X 可 吉成 

X=Xi+.…+X,+H, Xtg(l<i<r), HED 
而 妃 叉 可 表 抱 
BH= XA 二 十 XX, XEg((r+t+l<iem)., 
于 是 z 
及 二 RR 十 十 尖 , 十 十 :十 Xn, XE9(1 7m) 
假如 还 有 
了 基 二 十 下 十 YY 二 Yn 十 十 Yn YEg(lSi<m), 

姑 因 YY,4;……*， Ym€9 及 9 是 9;,"*…, 9,,9 的 直 和 推出 
Xi = Yi ,= YY 
再 从 0 是 84，'"* ,9m 的 直 和 推出 
z Xn 一 了 + Xm = Yn, | 
这 证 明了 9 中 任 一 元 素 可 表 成 9 中 一 元 , 9 中 一 元 ,… 与 9m 中 一 
元 的 和 , 而 且 这 种 表 法 唯一 ， 因 此 9g 是 9 0，……，8n 的 站 和 . 

我 们 举 出 下 面 这 个 关于 站 和 的 例子 . 

例 7. gl(w, C) 是 4,-1 和 熏 量 托 阵 组成 的 一 维 李 代数 的 站 
和 和. / 
我 们 已 经 知道 4,-1 和 和 纯 量 和 矩阵 组 成 的 一 稚 子 代数 都 是 gi(n， 
C0) 的 理想 ,现在 我 们 来 证 明 gl(w, C) 中 任 一 元 素 X 此 可 表 成 4v-i 
中 一 元 素 与 一 纯 量 具备 之 和 ,而且 表 法 叭 一。 敲 TrX 一 则 


16 第 一 章 基本 构 念 


X 一 (x 一 区 7 十 和 FT 
i 


7 

直 于 Tr (X 一 7) =X—ai 二 一 0, 故 六 一 和 了 An 你 

发 
X= XT A = YY + Al, 

其 中 Xi Yi6 Aw-i, A 和 2 为 复数 ， 那么 X11 一 Y= 二 (41 一 4)I，, 

从 Tr( Xi CO— Y1) = TrXi 一 Try 一 0 推出 Tri 一 人)7 一 2 一 

一 A2) 一 0, 因此 为 一 hs, 于 是 Xi 一 Yi 这 证 明了 表 法 的 唯一 性 . 


$ 5， 导 来 链 与 降 中 心 链 


设 9 是 李 代 数 . 以 多 9 表 |g, 9] , 称 为 和 的 导 代 数 . 如 果 0 是 9 
的 理想 , 则 纺 b 也 是 和 的 理想 ， 实 际 上 
ls, B90] = [9g, [9, 5]]CL[o, I 9]] 十 15， [ 9]] 
Clg, 9] 二 [5 b] = Db. 
我 们 用 归纳 法 来 定义 一 系列 子 代 数 : 末 08 一 9 9 一 
Fg, 力 "9 = 久 ( 久 "9),…, 这 样 我 们 得 到 一 系列 子 代数 
DWNaD Dg 。 一 GZ)g 二 ,， 
每 一 个 子 代数 都 是 9 的 理想 ， 这 一 系 烈 子 代数 称 为 9 的 导 来 链 . 
如 果 有 一 个 正 整 数 # 存在， 使 玫 ”9 一 {10)}， 则 89 称 为 可 解 李 代 
数 . 
关于 可 解 李 代数 有 以 下 性 质 : 
1. 可 解 李 代数 的 子 代 数 是 可 解 的 ; 可 解 李 代数 的 同 态 象 ( 特 
别 ,可 解 李 代数 的 商 代 数 ) 也 是 可 解 的 . 
2. 敲 gg 是 李 代 数 ,9 是 它 的 理想 ,如 果 b 和 9/b 都 可 解 , 卓 g 也 
可 解 . 
3. 可 解 李 代数 的 让 和 也 可 解 ， 
这 些 性 扶 的 证 明 都 很 简单 ,因而 略 去 ， 
设 9 是 李 代 数 ，9 的 理想 ! 如 果 是 个 可 解 李 代数 , 就 称 0 是 9 
的 可 解 理 想 。 如果 9 除了 老 代 数 之 外 , 不 再 合 其 它 的 可 解 理 想 , 9 
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就 称 为 咎 单 李 代数 .一 个 等 价 的 定义 是 : 如 果 9 不 合 非 零 交 换 理 
想 , 就 称 8 为 咎 单 李 代数 .。 实际 上 , 非 替 交 换 理 想当然 是 可 解 型 
想 。 反之 , 设 n 是 9 的 一 个 非 寄 可 解 理想 ， 于 是 有 非 负 整数 4 和 在 
在 ,使 多 ”hn 关 10), 而 多 一 10}。 于 是 多” 就 是 8 的 
一 个 非 霉 诡 换 理想 , 

W，Killing 入 ，Cartan 诈 明 了 ? 

全 学员 代 孝 一人 全 所 有 的 要 修理 可 《 字 们 一生 是 间伐， 


和 


果 尼 是 9 的 非 0 理想 而 且 包 在 中 的 8 的 理想 只 有 b 本 身 和 {0}). 

这 个 结果 也 说 明了 上 节 引 入 的 让 和 这 个 概念 的 意义 ， 这 个 精 
果 的 证 明 将 在 第 四 章 欠 出 . 

有 不 是 牛 单 的 单 李 代数 存在 ,一 蕉 单 代数 是 唯一 的 例子 . 除 
此 而 外 , 单 李 代 数 都 是 牛 单 的 ， 今 后 总 假定 单 李 代 数 一 定 定单 ,部 
不 把 一 稚 李 代数 看 成 单 李 代数 . 

设 9 是 李 人 代数。 如 nh 和 tb 都 是 9 的 可 解 理想 , 则 站 十 区 亦 
然 ， 实 际 上 ， 设 有 非 负 整数 有 i 和 ww 使 Gin 一 (0)，Goarma 一 
40}, 虽 | 

SG 二 nm) 一 [十 hm 十 tjClnym] 士 ma 


=— Dh th, 
设 肋 tw(m 十 mm)CGoim 十 tb, 是非 负 整数 ,其 
DEI + ICID 十 nr + hIC 
CLBn, DM] = Drm m, 


内 几 
DENN 十 Ch. 


1) W. Killing, Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations. 
gruppen I, I, II, IV, Maih. Ann. $1 (1888), 252—290; 33 (1889), 1—48; 
34 (1889), 57—122; 36 (1890), 161—189. E. Cartan, Sur la Structure des 
groupes de transformations finis et continus, Thése, Paris, 1894, 
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于 是 
Dt 十 nm)CSDoan = {0}. 

这 就 证 明了 nn 十 m 也 可 解 ， 这 样 9 就 有 唯一 的 一 个 极 大 可 解 理 
想 , 称 为 9 的 根基 , 记 作 +， 我 们 有 

定理 3， 如果 9 不可解, 上 则 9/t 千 单 ， 

证 ， 发 更 是 9/r 的 一 个 可 解 理想 ， 如 以 外表 外 在 自然 同 态 
下 的 原 象 , 则 9 可 解 ， 因 之 g = 了 现 一 10}) 故 9 站 单 

我 们 再 来 引进 降 中 心 链 , 

设 9 是 李 代 数 ， 合 Cg 一 96，C09 一 [g，C09] ,CCt+09 一 
一 [g, C9]。， 可 以 证 有 明 Ce+bgC Co， 而 县 Cg 都 是 9 的 理想 
(2 一 0， 1,*: * )， 实际 .上 ， CNgC CMa 一 9， 而 从 CC Co- 推出 

Cer+Dg 一 [g, CWg]C[g, CVg] = Cg. 
再 设 C“-Yg 是 9 的 理想 , 则 
[ 9, CMg]C[e, C*-Dg] -一 C 29， 
因此 C"g 也 是 9 的 理想 ， 这 样 ,我 们 得 到 一 系列 子 代数 
CVgDO CWgD 。, DOCHWgD 。 
每 一 个 都 是 9 的 理想 。 这 个 系列 称 为 9 的 降 中 心 链 ,如果 有 一 正 
整数 ”存在 使 Cg = {0}】， 则 9 称 为 需 霉 ， 因 此 g 圭 零 ， 当 且 仅 
当 有 正 整 数 ”存在 使 
[X， [XXX 一 0, 对 任意 Xi,''*,X, 《9. 
可 以 证 明 29c cmg， 实 际 上 ,从 多 Cc 推出 
Dig = [DN DMCLg, Cg] = CP+Yg, 

因此 我 们 有 : 

1. 如 9 闫 堆 ,上 则 9 可 解 . 

关于 帮 零 李 代 数 , 还 有 以 下 性 质 : 

2. 医 圭 李 代数 的 子 代数 是 桔 老 的 。 荐 零 李 代数 的 同 态 象 〈 特 
别 商 代 数 ) 也 是 融 零 的 . 

3. 短 寺 李 代 数 的 直 和 也 需 零 . 

这 两 个 性 质 的 证明 都 很 简单 ,因而 略 去 . 


$ 5 导 来 链 与 降 中 心 链 19 
最 后 ， 我 们 举 出 可 解 矩 障 李 代数 与 医 堆 算 阵 李 代 数 的 例子 。 
例 8 9i(n, CC) 中 所 有 上 三 角形 矩阵 , 即 一 切 形 为 


X11 X12 “"*"° Xln 


0 X22 “。， Nop 


0... 0 xn， 


的 和 矩阵 组 成 一 个 李 代 数 , 记 作 tn, C)， 而 tx, C) 中 对 角 线 元 来 
篆 相 等 的 矩阵 也 和 组成 一 个 李 代 数 ， 记 作 n(x，C)， 我 们 来 证 明 
f(z,C ) 可 解 ,而 n(n, C ) 霹 霉 . 

为 此 目的 ,以 mW(1 志 7 之 42) 表 n(n, 50) 中 一 切 形 为 


O00. :0 Xs 四 Xi 
0 0 二 0 X2744 V2 
硕 要 , 时 by ( 1) 
. 0 
Deeaeeeeeasaaeeene， 0 


的 年 阵 所 组 成 的 集合 , 而 以 ns 表 仅 由 零 和 矩阵 租 成 的 集合 ， 我 们 
用 归纳 法 来 证 明 

CC-bn(a，C)ICn zi 一 1 2, .7 十 革 (2) 
当 i 二 1 时 , Cn(n, C) 一 n(x,，C) 二 mn， 所 以 公式 (2) 成 江 , 
设 公 式 (2) 对 于 基 一 正 整 数 i 委 ” 成 立 , 记 和 矩 重 (1) 为 4， 分 


A Al2 “°° 人 1 
OA | 

b= . An-1n 
\0 0 4 


为 n(n, C ) 中 任 一 元 , 则 
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0 0 本 0 Ary 
00 **。0 0 AX2it1 六 


AB = AXnitin 3 
0 
O00 coorenisn 0 
0 0 .0 人 和 1， 
O00 ，*，。。。 0 AX2s41 水 
BA4 -一 人 Wai 
”0 
0 OQ 过 砷 本 丰 者 和 而 要 0 


于 是 [A,B8]€ni, 因 之 
Connz, CC) = {n(n, CO), CO Nn(n, CJC [na, C), i] Cn 
因此 买 式 (2) 对 于 ;十 工 也 成 立 。 因为 nm 一 0， 所 以 Cn(n,，C) 
一 {0} ,这 和 翰 诈 明了 nz，C ) 幕 零 . 
其 次 ,由 于 [tCn, C), xn, C )jCnCn,C), 所 以 钨 tw，C) 也 
枚 震 , 因 而 可 解 ， 于 是 区 2，C) 世 可 解 . 
在 第 二 章 中 我 们 将 证 明 : 由 7 阶 矩 阵 租 成 的 可 解 李 代 数 一 定 
相位 于 tn， C) 的 一 个 子 代数 ;由 7 阶 短 阵 租 成 的 舌 零 李 代数 一 定 
相似 于 某 个 n(m，C) 于 uk C) 十 二 nn CC) 的 一 个 子 代 
数 , 而 = 而 十 吉 十 十 2m 是 #3 的 一 个 分 析 , 


$$ 6. Killing 型 


设 8 是 7 个 李 代 数 , 设 4€ 9, 定义 
adAX = [4,X], XE€g 
旭 ad4 是 9 上 的 线性 变换 上 且 满足 条 件 
adA[X, Y] = [adAX, Y] + [X, adA4Y],(2 $1111"). 
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ad4 称 为 由 4 诱导 出 的 内 导 子 ， 有 时 为 了 表明 它 所 作用 的 空间 是 
9g, 我 们 也 记 ady A， 


映射 
4 一 ad 


是 从 8g 上映 人 gr, C) 的 一 个 映射 , 我 们 来 赴 明 这 是 个 同和 态 ， 这 只 
要 让 明 

1) ad(14 + £2B) = 一 Mad4 + vadB, 

2) ad[A, BI = [adA,adB]}, 
实际 上 ,对 任意 X 《9, 我 们 有 

ad(XA + LB)X = {A4 + iB, xX] = 1ifA, X + wu{[B, Xx] 
=— Mad/AX + uadBX, 
因此 条 件 1) 成 立 ， 其 次 
ad[A, B]X = {[[4, B XxX] = [4,X],8]+[4,1B,X]] 
~— [adAX, Bl] +[lA,adBX|= — adBadAX 
+ ad/AadBX = [adA, adB 1X, 
因此 条 件 2) 了 出 成立 ， 上 映射 4 一 adA 的 象 记 作 adg, 而 它 的 核 由 一 
切 具 性 厦 : 对 所 有 X《9 有 [LA4, X] 一 0 的 4 €8 组成。 这 种 元 素 称 
为 8 的 中 心 元 素 , 全 体 中 心 元 素 和 组 成 8 的 中 心 , 宅 是 8 的 一 个 理 
9 上 线性 变换 adX 的 特征 多 项 式 
f(A X) = 17 — adX| = + KN + a KM 
称 为 了 的 Kiliing 多 项 式 , nx 是 adX 的 特征 值 中 等 于 零 的 个 数 , 
因为 adXX 一 0, 所 以 mx 之 1 ， 分 
”器 

虽 2 称 为 g 的 秩 ， 如 XE€9 而 wx = 二 1, 则 X 称 为 9 的 正则 元 素 ; hl 
zx 之 n, 旧 X 称 为 9 的 奇异 元 案 . 

设 六 、Y&《9。， 定 XX 

z (xX, Y) = Tr adXadY., 

显 而 易 兄 ,， (X,Y)》 有 以 下 性 质 : 
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1) (X,Y)=(Y,X), 

2) (MXI 十 12X2， YY) = A(X, Y) + MX Y)., 
因此 《X,Y) 是 9g 上 的 一 个 对 称 双 线性 夯 数 ， 称 为 9 上 的 Killing 
型 ， 也 称 为 9 的 Cartan 内 积 。 关于 Killing 型 还 有 以 下 重要 
人 性质 : 

3) (adAX, Y)+ (X,adAY)= 0. 
实际 上 ， 
(adAX ,Y)+ (X, adAY)= Tradl 4, Xl]adY + TradXad[A, Y] 

=— Trad/AadXadY — TradXad/AadY + TradXad/AadY 一 

— TradXadYad/A = 0. 

这 个 性 质 称 为 Killing 型 对 于 内 导 子 是 不 变 的 。 由 这 个 性 质 可 推 
出 以 下 和 车 葵 : 

引 理 1， 设 g 是 李 代 数 ,b 是 9 的 理想 ， 分 

0 二 {X|XEg 而 (X,Y) 二 0, 对 所 有 Y €9}， 

则 b 也 是 9 的 理想 , 

在。 易 见 ! 是 9 的 子 空间 . 如 XE9 而 4E9， 则 对 任意 
Y €90, 我 们 有 

([4, XxX],Y)= —(X, [4A, Y])= 0, 

因 [4 ,Yj€9, 所 以 L4,X] 《9。， 这 就 谋 有 明了 5 是 9 的 理想 ， 

我 们 有 列举 Killing 型 的 两 个 性 厦 : 

4) 设 0 是 9 的 理想 ,而 久 ,Y 《0， 以 (X,Y), 表 6 的 Killing 
型 , 则 

(X,Y) = (X,Y),. 
证 .。 在 9 中选 一 组 基 
从 1 入 ;，。 Xi ，。 从，。 

使 Xi1,"…… ,XX, 是 bj 的 一 组 基 ， 如 X6Eb, 划 adsXXiGlt 委 :< 委 >) 部 
是 Xi,*…*,，X, 的 线性 租 合 , 写 


adsXXi 一 DriXis j= 1 
”i=1 
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于 是 adeX 的 矩阵 有 形状 
1] Nil" Nl 
> i 
adoX 二 一 , 
0... 0...0 
0…: 0……0 
同样 有 
了 
adyY Xi 一 >》, yiYi, i=]... r 
i 二 1 
而 adsy 的 算 征 
YH Yl Vir 
ys1 “Ys YY 
absY 一 
0 0.……… 0 
0 on 0 -1 0 
福 总 
X11 "Xs y1 “Ys 
ads 一 | 9 adp Y ==[ 。。。。。 - , 
Mol “Ve) Ve Yrs 
所 以 
X11” “ “Xl y1 "Yl 
(X， Y )s == Tr ad5 Xadb Y= 人 Tr -2 || ..….。……， 
Ys "Vss \ Yrl Ves 
X11" Xl Xir / pa id “91 
— Tr :9 ” “党 和 "Kor ysl “Yss "Yr _ (X,Y). 
0 3 0 0 oa 0 0 a 0 , 0 
0 四 时 0 地 0 0 时 和 本 0 日 
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5) 9 的 自 同 构 6 必 保持 Kiling 型 不 变 ， 即 对 X,Y69. 恒 
有 
(so(X),o(Y)) = (X,Y). 
证 ， 设 Xi ,ZX 是 9 的 一 组 基 , 其 (Xi),…,o(X,) 也 
是 9 的 一 租 基 ， 设 
[X, Xi] = SaiXi, ayEC 


一 1 
则 因 sz 为 自 同 构 , 有 
[oC(X),o(Xi)] = >) 4clX)), 


i 二 1 
即 adX 相对 于 基 Xi :…，X% 的 矩阵 与 ado(X) 相对 于 基 5(X ) ， 
“……， IC 的 矩 际 相同， 因此 
(ol(X), ol(Y))= Trado(X)ada(Y) = TradXadY = (X,Y). 
,Cartan 的 另 一 是 要 千 裔 菠 
“g 和 后 单 当日 仅 当 g 的 Kiling 型 非 退 化 , 这 个 千 果 的 证 明 将 

在 第 四 草 中 给 出 . 

我 们 来 证 明 次 之 定理 作为 本 章 的 千 束 . | 
起 理 4 ”如 9 的 Killing 型 非 混 化 ， 则 9 年 单 , 并且 6 是 它 所 

有 的 极 沾 理想 ( 宅 们 本 身 是 单 代数 而 且 个 数 有 限 ) 的 直 和 ,而 且 它 

们 对 于 9 的 Kiing 型 两 两 正 效 . 

证 . 先 起 9 年 单 。 设 4 是 8 的 一 个 交换 理想 . 先 4 Ca, 那 

么 对 任意 X, YEg 有 

[4,[xX,1A4, [X,Y]]i1 = 0， 

外 

(ad/AadX )}’Y = 0, 

对 任意 X,Y €9， 因 之 (adAadX)? 二 0 对 任意 XE€9. 于 是 (4A, XX) 
一 0 对 任意 XK49. 由 于 9 的 Kiling 型 非 进 化 ,所 以 一 定 有 4 一 
0， 因 之 a 二 40}， 这 就 证 明了 9 没有 非 0 交换 理想 , 朗 9 牢 单 . 

: 现在 更 进一步 施 明 9 可 以 表 成 它 的 一 些 极 小 理想 的 直 和 和， 我 
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们 用 归 策 法 于 9 的 维 数 ， 如 9 是 单 代 数 , 断 阁 自然 成 立 。 说 § 不 
单 ; 于 是 可 设 9 ee 9， 个 
二 {X|(X, 了 ) 二 0 对 所 有 Y € 91}. 
根据 引 理 1 ， 人 是 8 的 理想 ， 因 Killing 型 非 退 化 , 所 以 
dimdg = dimgl 十 dimb, 

如 能 疼 明 9 几 b = {01} 就 可 推出 9 二 9 十， 因 9 是 极 小 理想 ,如 
gi fb < {0}，, 就 一 定 有 和 六 0 = 二 91, 于 是 91Chh 再 由 9 是 极 小 
理想 及 9 咎 单 推出 [gi, 91] = 9， 因 此 任 一 X&9; 可 表 作 


t 
X= > [Xs Yi], Xi, Yi EQ. 
z 二] 


(X ， Y ) = 3 ([ xX;, Yi; ]， Y) 一 5 (Y,;, [ xX;, Y]) 一 0， 


f 一 1 
这 是 因为 Y;€ 91Cb 而 [X,，Y]€91， 这 与 9 的 Killing 型 非 退 化 
矛盾 ,因此 和 捍 人 gb 一 {9}, 所 以 
一 91 十 中 . 

我 们 来 趟 明 凡 的 Kiling 型 (X,Y 了 )。 非 退化 ， 裔 有 4 Eb 使 
(4,Y) = 二 0 对 一 切 了 YE0， 于 是 对 任意 XE9, 写 X 一 QZ 十 了 ， 
ZEg YEb， 和 那么 

(A, X)= (4,2)+ (A,Y7)= (4A4,7Y) 

= (A, Y), 一 0. 
这 与 9 的 Killing 型 非 退 化 挫 触 ， 因 此 9 的 Killing 型 非 退 化 。 由 
于 dimb 二 ding， 故 根据 归 稍 法 假 裔 ,和牛 可 表 成 亡 的 一 些 极 小 理 
想 ( 写 个 也 是 8 的 极 小 理想 ) 的 志和 

hi 一 9 十 … 十 9 
于 十 / 

9 一 9 十 9 于 -十 gw。 

最 后 ,我 们 来 证 明 , 9j,……， gm 是 9 的 所 有 的 极 小 理想 ， 设 9 
是 9 的 一 个 极 小 理想 ， 合 
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9* 一 {X;|Xi€q9; 使 得 有 XE9*, X= 》 Xi, Xj;€ 9g}. 
j=1 
一 定 有 一 个 使 久 送 10}， 设 gr7 站 0, 于 是 从 X = 2 Xi Xi € 9 
i=] . 
推出 , 对 任意 Y《 9， 
[xX, Y | -一 >, [ X,, Y |]， [ X,, Y] € 9;， 
i=1 


因 之 9? 是 8: 的 理想 ,特别 g? 是 9g 的 理想 , 故 g = 二 8， 再 者 ,由 
9 = [91, 91] = [gr, 9 Clg*, g] Coa” 
及 9* 极 小 ,推出 9 一 9 
最 后 , 设 i 记 7, X; 《9;,X;€9;. 对 任意 X€9, 我 们 有 
adXiadXiX 一 [XXX Eeeng， 
因此 adXiadXiX 一 0, adXjadX; 一 0 (Xi， Xi) 二 0， 这 就 证 明了 
91，"'"，9m 两 两 正 交 ， 
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$1. 访 备 知 识 


设 4 是 作用 在 有 限 维 线性 空间 上 的 线性 变换 VV 的 一 个 子 
空间 7 称 为 在 4 的 作用 下 不 变 , 或 简称 在 4 之 下 不 变 , 如 果 对 任 
音 x€1 恒 有 Ax EVi1， 如 在 4 之 下 不 变 , 对 任意 x EV1, 定义 

A1x 一 dx， 
则 A1 是 定义 在 请 上 的 一 个 线性 变换 , 称 为 4 在 广 上 诱导 出 来 的 
线性 变换 ， 我 们 常常 把 4 在 一 个 不 变 子 寄 间 上 网 导出 来 的 厂 性 变 
换 也 记 为 4. 

仍 设 Pi 是 在 4 之 下 不 变 的 子 空间 ， 我 们 可 以 光 笃 商 丝 天 

V/Vi， 对 任意 x*€E€V/Vi, 定义 

AxX = Ax., 
这 个 定义 与 辐 余 类 x 的 代表 元 的 选取 无 关 ， 实 际 上 ,如 x 一 y， 则 
* 一 y&€《0Vi, 于 是 dx 一 Ay Vi, 因 之 4x = 4y。 容易 证 明 4 是 
定义 在 V/Vi 上 的 线性 变换 ,这 个 变换 称 为 4 在 商 空 间 .V/V, 上 话 
导出 来 的 变换 ;如 不 至 引起 混淆 ,也 用 A4 记 这 个 变换 

设 4 是 作用 在 了 上 的 车 零 线性 变换 ， 即 有 正 整 数 握 存在， 使 
A" 一 0， 设 mm 是 最 小 正 整 数 使 4r- 关 0 而 4 一 0, 于 是 有 xEP， 
x 半 0 使 4"- 坟 六 0， 那 么 A(A”-w) 二 A4"™x = 0, 因 此 0 是 4 的 
一 个 特征 值 . 

如 4 是 作用 在 V 上 的 霖 零 线 性 变换 ,而 ri: 是 4 的 不 变 子 实 
半 , 上 则 4 在 商 空间 V/V .上 的 诱导 4 也 震 土 。 由 此 及 震 震 线性 变 
换 一 定 有 一 个 特征 值 为 0, 再 利 用 归 编 法 即 可 证 明 幕 霉 线 性 变换 
的 特征 值 些 为 0。 反之 ,如 一 和 线性 变换 的 特征 值 都 是 0, 这 个 线性 
变换 目 然 幕 圭 ， 
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设 0 是 作用 在 线性 空间 VV 上 的 一 和 粗 线 性 变换 。 玉 的 一 个 子 空 


并 7 称 为 是 在 8 之 下 不 变 的 子 空间 , 或 简称 不 变 子 空间 , 如 果 对 


任意 *E 广 及 互 6 屋 有 瑟 xzEF 显然 自身 和 由 零 向 量 和 组成 
的 子 空间 {0} 都 是 5 的 不 变 子 空间 ;如 果 了 除了 这 两 个 不 变 子 空间 
之 外 ， 不 再 有 其 余 的 不 变 子 空间 ， 那 么 了 就 称 为 上 的 不 可 儿子 空 
疝 ,而 5 称 为 作用 在 了 上 的 一 组 不 可 狗 线 性 变换 . 


$2，Engel 定理 


5| 理 1。 设 X 是 作用 在 有 限 维 线性 空间 上 的 到 震 线性 变换 ， 

序 有 正 整 数 训 存在 使 X* = 0. 定义 从 9l(V) 到 gl(V) 之 中 的 映射 
7 一 (adX)z 一 [X,Y]，yE9(F)， 

则 ad X 车 需 . 

证 。 我 们 有 

(ad XK)*Y = DY) + XYXI, 

因 X* 二 0, 故 (ad X)*iY 一 0， 对 一 切 Y Egl(V)， 因此 
(ad X)*-1—0 

定理 1 (Engel)。 设 V 是 个 有 限 维 线性 空间 而 8 是 gl(V) 的 
子 代数 。 如 8 中 每 个 元 素 都 是 舌 零 线性 变换 而 只 关 10}7， 则 有 
XE€V,xX 和 0, 使 Xx = 二 0, 对 一 切 X€g. z 

证 用 归 灿 法 对 9 的 维 数 zw 来 证 明 本 定理 . 

如 9 的 维 数 是 0, 定理 1 自然 成 立 ， 

现在 设 定 理 1 对 于 维 数 二 + 的 代数 成 立 , 我 个 去 证 了 明 写 对 于 
锥 数 等 于 ，” 的 代数 9 也 成 立 。 首先 我 们 来 处 明 9 包 有 一 个 和 维 数 等 
于 +r 一 1 的 理想 看 

充 b 是 9 的 一 个 维 数 m < > 的 子 代 数 ， 对 任 一 XEb， 考 虑 
adstp)X。 aduwX 将 8 上映 人 自身 ， 因 而 话 导 出 8 上 的 一 个 映射 
ade X， 因 X6b, 故 8 是 adesxg 的 不 变 子 空 间 ， 因 此 adsX 诱导 
田 商 空间 9/8 上 的 一 个 映射 so(X)， 根据 引 理 1，adaivyX 震 才 


| 


1 4 160 


4 2。Engel 定 理 29 


对 一 切 X 《1, 因 此 ol(X) 需 堆 对 一 切 XEb， 双 一 切 o(X)(X€9) 
租 戊 的 集 ac(b) 是 b 的 同 态 象 ， 因而 o(0) 是 个 李 人 代数. 由 于 
dimb 一 7, 故 dim o(0) 二 r+。 于 是 根据 归 锁 法 假设 ,有 9/b 中 非 0 
元 素 Y 十 b 使 so(X)(Y 十 0) 一 日 对 一 切 XE€90.。 因 之 [X,Y] 
Eb 对 一 切 XEb.。 这 样 8 和 YY 就 生 克 9 的 一 个 到 十 工 维 的 子 代 
数 , 而 以 8 为 它 的 理想 . 

根据 以 上 讨论 ,从 9 二 140} 出 发 , 即 可 推出 8 包 有 一 个 ”一 1 和 维 

理想 0, 根 据 归 和 纳 法 假设 ,有 x 《7V,x 隆 0, 使 Xx 二 0 对 一 切 X€9. 命 
0 = {x|x€V， 而 Xx 二 0， 对 一 切 X€9)， 
旧 品 隆 {0}, 全 469 而 4f5， 划 避 是 4 的 不 变 子 空间 。 实际 
上 , 设 xEU,XED 则 
XAx 一 -4Xx 十 [LX, dx 一 0， 
因 [X,4]65b ， 因 4 桥 零 ,4 在 U 上 诱导 的 线性 变换 也 幕 寺 ， 故 
有 xEU,x 志 0 使 Ax = 二 0。 因此 Xx 二 0 对 一 切 X&9. 

定理 1 证 些 . 

柔 理 1， 裔 9 是 9l(V) 的 子 代 数 . 如 8 中 元 淋 都 是 可 需 线性 
变换 , 则 g 是 莫 零 代数 . 

在 根据 定理 1， 有 EV， 和 如 半 0 使 Xxi 一 0， 对 一 切 
XE9，。 9 在 商 空 间 V/{xi} 上 的 放 导 仍 是 个 由 医 老 线性 变换 组 成 
的 代数 ,因此 有 x2€7V，x2《 xi] 使 

Xx; 三 0 (mod x1). 
如 此 继续 下 去 ,可 求 得 了 的 一 组 基 zy, x2,""…, xs 具有 性 质 
Xxi 0 (mod 和 xi-1)， 


对 所 有 AXEg9， 邹 ,对 于 这 组 基 , 9 中 元 素 的 矩阵 些 取 形状 
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于 是 gCn(w,c)， 因 此 g 需 零 . 
系 理 2 (Engel)， 李 代 数 9 渗 零 , 当 且 仅 当 对 任意 X €8, adX 
都 是 鼎 替 . 
证 。 如 9 短 替 ,上 则 有 正 整 数 芭 存在 ,使 
[X»,, [:**{[X2, Xi …]] 一 0 
对 任意 台 个 XX, XX ，:…* ,XXm《9 都 成 立 ， 特 别 
[X,[*-*[X, Yj-:…]]=0 


对 任意 X, Y es 都 成 立 , 序 对 任意 X,Y €g, (adX)”™Y = 0, 
之 对 任意 XEg, (ad X)” 一 0， 
反之 , 设 ad XX (X69) 此 此 零 。 注意 ad X 都 是 作用 在 9 上 的 
线性 变换 ,根据 Engel 定理 ,有 Xi€9, XI 天 0 使 (adX)X 一 0 
对 一 切 XE€9， 因此。 的 中 心 关 {0}， 售 下 = 9/t。 如 XE€5, 旧 
adsX 也 需 需 、 实 际 上 ,如 (ad XX)” 二 0; 即 
[XxX,[::*…[X, Yi1...]) =— 0 


对 任意 YE€9, 则 
[X,[*:.[X, YY]...]]=0 


对 一 切 了 E56, 即 (ad 又 )” 一 0， 将 归 先 法 应 用 于 9 的 稚 数 ,由 于 
的 维 数 小 于 9 的 维 数 , 故 于 杯 替 , 即 有 正 整数 mw 存在 使 
[X,，[…… [XXZX ]] 一 0 
对 任意 zw 个 X11,，Xz，' ,Xm 《9 成 立 ; 亦 即 
[X,, [** [XXX Jj}€ée 
对 任意 吉 个 XX， X2，* ,站 mn《9 成 立 ， 因 之 
[Xi [XXX 一 0 
对 任意 天 十 1 个 XXXorcEg 成 立 , 所 以 g 酉 零 . 


$3. Lie 定理 


1 理 2。 设 六 是 有 限 维 线性 空间 ， 而 9 是 gl(V)〉 的 子 代数 ， 
n 是 9 的 一 个 理想 。 再 设 (4 ) 是 定义 在 n 上 取 复 数值 的 线性 画 
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数 , 如 果 命 
K 一 {x|x€V, 对 一 切 A4€n, 有 Ax 二 9 (4)xj}， 
则 玉 是 9 的 不 变 子 空间 ， 
证 ， 设 A€En,XEg,x€kK, 基 
AXx ={[A, X]x + XAx = pl([A, XI)x + Pp(AXx,. (1) 
如 KK 二 {0}， 引 理 2 自然 成 立 。 如 果 K 疡 {10}， 我 们 将 证 明 
gp([A4, 久 ]) 二 0， 这 时 KK 在 9 的 作用 下 的 不 变性 序 由 (1) 式 推 钙 ， 
选 x€K,x 六 0， 定义 xx 二 Xx. V 是 有 限 维 的 , 所 以 有 
非 负 整数 了 使 x0, xi ,xp 线性 无 关 而 xo, x1，* ,Yot1 线性 相 
关 ， 于 是 由 xy x1，'…* :xp 生 友 的 线性 子 实 间 下 是 X 的 不 变 于 空 
列 ， 我 们 用 归纳 法 来 证 明 ; 对 任意 46En， 
Axg = P(A)xg (mod wo, KH1, ***, xXg-1), (2) 
实际 上 , 当 4 一 0 时 ;(2) 式 自然 成 立 ， 现 在 设 (2) 式 对 49 成立, 则 
Axst1 = AXzxg = [A, XX)xao + XAxa 
= p([A, XI])xs T XP(A Na 
(mod xo。xX1，，……，Xr-1，XX0 Xxo-1) 
= Pp(A)Xar (mod xo, X11, ***， zz )。 
因此 (2) 式 对 4 十 工 也 成 立 ， 这 样 灰 也 是 上 的 不 变 村 空间 
既然 是 xX 和 n 的 不 变 子 空间 , 可 以 计算 Trw(4), 4 En， 
Trn(A)= (p+ 1)9p(4). 
因 nm 是 9 的 理想 , 故 [4，X]En 对 任意 4En， 将 [4,X] 代 入 
上 式 即 得 
Try([A, xX])= (p+ 1)9([A4, X1). (3) 
另 一 方面 
Try({[A, X]) = TryAX 一 TrrX4 一 0， (4 ) 
于 是 由 (3), 《4) 两 式 推 出 (14:X]) 一 0. 
定理 2 (Lie)， 设 9 是 作用 在 有 限 维 线性 空间 上 的 可 解 线 
性 李 代 数 ;, 则 也 中 有 非 0 向 量 * 存在 ,使 Xx 二 p(X )x 对 一 切 X 《9， 
即 * 是 9 中 一 切 绪 性 变换 的 公共 特 往 癌 量 ， 
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妖 . 对 9 的 维 数 * 用 归 秩 法 ，dim9 = 二 0 时 ,定理 自然 成 立 ， 
分 假 设 定理 1 对 于 维 数 小 于 7” 的 代数 已 径 成 立 , 因 9 可 解 ; 258 关 
9. 位于 9 与 红 g 之 半 的 住 一 子 空 间 和 都 志和 的 理想 ,因此 8 有 7 一 1 
稚 理 想 8, 而 8 出 nt 和 一 个 元 来 Xn 的 线性 组 合 组 成 
目 汰 上 可 解 。 根据 归纳 法 假设 有 x*E7y,xs 送 0, 使 
Ax = (A) / 
对 一 切 4 Et1i 成 立 ， 显 然 p(4) 是 定义 在 n 上 的 线性 夯 数 ， 命 
K = {xIx€V, 对 一 切 4 €n, Ax = p(A)x}, 
央 下 疡 {0}。 根据 引 理 2,KK 是 9 的 不 变 子 空间 ; 特别 KK 是 X 的 不 
变 子 空间 。 于 是 可 在 玉 中 求 得 X 的 一 个 非 0 特征 问 量 ， 写 即 是 9 
中 一 切线 性 变换 的 公共 特征 器 量 . 
条 理 1。 设 8 是 lV) 的 可 解 子 代数 ， 则 可 在 VV 中 选取 一 组 
基 使 8 中 元 钱 的 矩阵 篆 具 形状 


Xi X12 0"?° Xin 
0 X22 和 Xn 
3 
. 。 
Qe 0 Xo 


妆 线 性 可 解 代 数 一 定 是 共 2，C) 的 子 代数 . 

证 . 可 仿 定 理 1 的 系 理 1 的 证 有 明 诈 之 , 

节理 2。 设 g 是 李 代 数 ，9 可 解 当 日 仅 当 52Zg 项 零 ， 

证 。 如 多 9 上 表 需 ,上 则 29 可 解 , 因 此 9 可 人 解 , 

反之, 设 9 可 解 , 考 弥 ads X (XE€9), 个 

adg 9 =— {ads XIXEg}, 

姑 ads 9 作为 8 的 同 态 象 旺 可 解 经 性 代数 ， 根 据 系 理 1, 可 在 9g 中 
找到 一 组 基 使 ads XCX& 98) 的 息 重 缘 取 形状 
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X11 XD | Xly 
0 X22 ，，。。， Xe 
各 和 种 
如 
三 站 性 
名 * ” 加 & 
0 。。。。, 0 “ry 


那么 ade X, XE 2 , 就 都 是 医 替 矩 际 。， 于 是 adze X，XE99 也 
都 需 零 ， 根据 定 理 1 的 系 理 2, 5 需 替 ， 

条 理 3。 设 9 是 作用 在 线性 空间 了 上 的 不 可 锡 线 性 李 代 数 . 
如 nm 是 6 的 可 解 理想 , 则 nm 中 线性 变换 背 有 形式 PT7，7Z 是 单位 变 
换 , / 

二 .根据 Lie 定理 ,有 x*xE€V,x 关 0 使 

Ax = (A)x, 
对 一 切 4En， 命 
KK 二 {xlxE€V， 对 一 切 4 En, 有 4x = 一 COLDO4 

则 天 声 {0}。， 根 据 引 理 2,K 是 9 的 不 变 子 空 间 ， 因 9 是 不 可 和 狗 
的 , 故 K 二 V， 因 此 4 = 二 p(4)T 对 任意 46En 成 立 ， 

由 于 a(n, C) 和 4,-1 都 是 不 可 和 缴 的 ,所 以 作为 这 个 系 理 的 一 
个 应 用 , 可 以 推出 81(x, C) 中 唯一 的 一 个 非 0 可 解 理想 是 由 和 纯 量 
矩阵 组 成 的 子 代 数 ,而 4,-1 设 有 非 零 可 解 理想 ,因而 是 秆 单 的 . 

类 似 地 ， 利 用 系 理 3 也 可 永明 B,(n 之 1)，Ca(w 之 1) 和 
D,(n 之 2) 都 是 御 单 的 . : 


4. 壬 雾 线性 代数 


引 理 3。 设 4 是 作用 在 有 限 维 线性 空间 了 7 上 的 一 个 线性 变 
换 , 人 是 复数 ， 命 

V4 一 {v|v EV, 并 存在 正 整 数 7 使 (4 一 X41)"v = 0}， 
则 

1” VV; 是 在 4 作用 下 不 变 的 于 窒 辣 ， 
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2” 吃 冯 1{10}) 当 且 仅 当 和 是 4 的 特征 储 , 而 且 , 如 果 V4 二 
{0}, 则 4 在 7Z4 中 只 有 人 这 个 特征 值 . 
dim 了 2 


3° 如 关 {0}, 划 对 一 切 v6E V3， 有 (4 一 7) 一 0， 
4 4 的 特征 值 久 的 重 数 等 于 dim V5， 


5 7 一 了) V4 (志和 ), 和 是 4 的 不 同 特征 什 的 全 体 ， 


AEd 

证 .。 第 一 个 断 竺 是 明显 的 ,现在 来 证 第 二 个 断言 抱 立 ， 如 M 
为 4 的 特征 值 ,就 有 >EP,os0 使 人 44 一 M7)o=0， 于 是 v6E T， 
因 之 V% 志 {0}， 反之 , 设 V4 兰 10 和 任 届 有 是 4 在 7 中 的 一 个 
特征 值 ， 邵 有 >EFrayz 关 0,， 使 (4 一 pp1D)v = 二 0, 即 Av == pv. 
另 一 方面 , 由 V4 的 定义 知 有 正 整 数 # 存在 使 (4 一 MAI)”v 一 0; 
将 4v = 二 pv 代入 这 个 式 子 就 有 (4 一 4)”w 二 0; 因此 二， / 

注意 到 任 一 和 矩阵 此 可 在 相似 变换 之 下 化 为 上 三 角形 这 一 事实 
以 及 第 二 个 断言 ; 故 知 可 在 Ya 中 选取 一 姐 基 使 4 和 在 Vz 中 诱导 的 
线性 变换 对 于 这 租 基 的 和 矩 短 是 


人 
和 
0 “1 


由 此 郎 推出 第 三 个 断 音 ， 

为 要 证 第 四 个 断言, 首先 注意 : 如 Ww 为 的 子 空间 , 在 4 的 作 
用 下 不 变 ， 则 4 的 特征 值 ) 的 重 数 等 于 1 作为 4 在 丈 中 诱导 的 线 
性 变换 4w 的 特征 值 的 重 数 与 人 作为 4 在 了 /多 上 诱导 的 线性 变 
换 4ww 的 特征 值 的 重 数 之 和 。 因此 只 要 证 明 4yvw 不 再 以 为 
特征 值 郎 可， 和 否则， 设 有 v€EV 而 4 V4 具有 性 质 Av 二 Xv 
(mod V4), 即 (A 一 A7)v 三 0(mod VY) 由 3) 知 


dim VA + 
[a 


(A— 47) 
于 是 v€V% 与 假设 相 圳 ， 
最 后 诈 第 五 个 断言 。 讼 和 妨 ，'*"*,， 4; 是 4 的 所 有 不 同 的 特征 


一 
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值 。 先 证 > Vj 是 直 和 ， 衣 有 关系 式 


二 vt 0 orEV (1) 
将 
nD = TaD R= 1,2,***,s 
i 
作用 在 (1) 式 双方 ,根据 3” 我 们 有 
fa A vr = 0, R=1,， 2 ”3 (2) 
另 一 方面 我 们 有 
(4 NT)" y= 0， 久 二 1，2, ,5 (3) 
由 于 有 (4) 与 (2 一 4) "4 互 来 , 故 有 4 的 多 项 式 px(X) 和 gx(2) 
存在 ,使 
pCO) + ge 一 A = 1, 
将 4 代入 上 式 就 有 
pi A A) + qi( A)(A—1 Da 一 7. 


将 这 个 式 子 的 双方 作用 在 vi 之 上 ,注意 到 (2) 和 (3) 式 ,就 有 
0 = v,,， R=1,2,.'*,s, 


这 就 起 明了 > V4 是 直 和 . 


再 来 恋 = >》 pi。 裔 4 的 重 数 是 m1， 则 dim 一 加 十 
7 一 1 


十 思 十 … .十 二 。， 但 根据 49，dimyz =m (1 过 ;过 中 .因此 ”一 
S》， Vv#， 引 理 3 至 此 完全 姓 毕 
一 1 


5| 理 4。 届 4 和 好 是 作用 在 线性 空间 7 上 的 线性 变换 且 适 合 ， 
关系 
[A,.**[A4, [A4, 8}1]-:.…]=0,， 
则 子 空 间 V4 在 8 的 作用 下 不 变 ， 
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证 。 讼 
[4 [44 81 一 0， 


X 
”我 们 用 归纳 法 向 来 证 有 明 本 5 引 理 ， 首 先 , 当 二 0 时, 引 理 中 的 断 
彰 自 然 成 立 。 邻 设 引 理 对 于 一 1 成立， 分 C = 二 【4,8B1, 划 
14 LI4,[4 CI] 一 0. 
号 一 1 

根据 归 秩 法 假设 , V4 在 C 的 作用 下 不 变 ， 

我 个 有 (4 一 41)B = 二 B(4A 一 A1) 十 [4, B11. 用 归纳 法 可 
证 

(A— NAI)B= BOA — MT)” 


一 1 


+ > CA— "A, BA — 41). (4) 


实际 上 ,发 (4) 式 对 地 成立, 则 
(A— AI)YHNB= BCA— MT) +A, BA — M7) 


了 一 上 


十 > (4 mA) [4, BA— NI 


上 一 昌 


= BCA DY AR) A BI(A4-27Y. 


因此 (4) 式 对 zz 十 1 也 成 立 ， 在 (4) 式 中 取 z 一 2 dim V4 ,并 将 (4): 
式 双 方 作 用 在 vwv€ V5 之. 上, 赖 有 
(A— AI)Bv 一 BO 一 人 7T)2p 


n—1 


十 > Am AHA, BA — hw. 


自然 有 z 

(4 一 和 17)*z 一 0. 
如 之 dmnFs， 草 

(4 一 7) 一 0. 
如 一 dm ， 划 > 一 * 一 1 全 dim 根据 归 和 法 假 改 [4 ， 
B](A— AI1)v 一 C(A 一 AT)'v€V4, 因此 : 
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(4 ~— X17)" A, BTC4 一 人 MT)ro = 0. 

这 就 证 明了 
: (4 — XI)*Bv = 0, 
EP Bv EV4. : 

现在 设 9 是 作用 在 线性 空间 了 上 的 一 个 线性 李 代 数 , 即 b 是 
9I(P ) 的 子 代数 .。 定义 在 上 的 一 个 取 复 数值 的 阔 数 PCRD)， 
(及 €0), 称 为 是 6 的 一 个 权 ， 如 果 了 中 有 一 个 不 等 于 0 的 向 量 v 
存在 :使 

Hv 二 9(H)v 对 一 切 HE€9， 

而 ” 称 为 相应 于 权 ? 的 权 问 量 ， 

根据 Lie 定理 ,可 解 线 性 李 人 代数， 特别 是 妈 零 线性 李 代 数 . 一 
定 有 一 个 权 . 

定理 3。 设 b 是 作用 在 空间 V 上 的 圭 堆 线性 李 代 数 。 如 
9p( 互 ) 是 定义 在 5 上 的 一 个 取 复 数值 的 线性 函数 。 命 

中 一 {vlv EV, 存在 正 整数 >; 使 (已 一 PCE)T)ro 一 0 

对 一 切 豆 E0; 称 为 权 9 的 权 子 空间 , 则 

1) V3 二 [|】 V3, 而 且 V9 是 6 的 不 变 子 空间 . 


Eh 
2) V3 < 0, 当 且 仅 当 P 是 6 的 一 个 权 , 而 且 9 在 V3 中 只 
q 这 一 个 权 , 
3) 如 V8 产 0， 则 (一 CH)T) "3v 一 0 对 一 切 HEb， 
vs EVY. 
4) VV 一 》， v8, 入 是 6b 的 权 的 集合 . 


PED 


证 ， 显然 , VY C 人 7340， 裔 广 = 人 73%0， 对 任 一 


AEh A 
B Eb， 因 9 是 需 堆 代数， 故 有 正 整 数 呈 存在 ,使 (ad 4)”B = 
= 一 0， 于 是 根据 引 理 4, Fz4 在 任 一 3B6b 的 作用 下 和 蕴 不 变 . 于 是 
8 是 的 不 变 子 空间 ， 8 在 V 上 的 诱导 仍 是 个 震 零 代数 ， 因 而 
可 解 ， 根 据 Lie 定理 ,可 在 VV 卡 选 一 租 基 , 使 465 的 和 矩 委 此 上 三 
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角形 而 主 对 角 线 上 为 p91(A), ,pA(A)(s 二 dimV). 因 VV 


人 83 故 pCa4d) = 二 pA(4)=… 二 gq,(A4)， 因此 VCV?, 故 
AED 
= 一 三 区 SC4) 
可 全 二 


青 从 V8 = 和 TO， 部 可 推出 7 在 8 的 作用 下 不 变 ， 


4C8 

第 二 个 断言 的 永明 与 引 理 3 中 第 二 个 断 车 的 诈 有 明 相 同 ， 因 而 
咯 渗 ， 

第 三 个 断 莉 是 PF 是 8 在 二 中 仅 有 的 权 及 Lie 定理 的 系 理 1 
的 推 葡 . 

现在 来 迹 明 第 四 个 断言 ， 对 了 的 维 数 用 轨 纳 法 ， 如 果 所 有 的 
太 都 只 有 一 个 特征 值 p(BH)， 根 据 Lie 定理 ，p(CB) 是 9 的 一 个 
权 , 于 是 VV 二 V3， 如 有 一 个 HEb， 宪 有 两 个 以 上 的 不 同 的 特征 


信和 1 ……, Xs 之 2)， 则 根据 引 理 3 中 的 4) 知 V 一 >> V hi 


Vi (1 二 1 迄 s) 都 是 的 不 变 子 空间 ， 丽 了 在 的 稚 数 小 于 V 的 维 
数 .根据 归 秩 法 假 讼 
Vi = D) V3, 
PEa; 
Ai 是 5 在 了 下 中 所 有 的 权 ，、 因 心 ,人 ,两 两 不 同 , 故 Ab …),A， 
中 没有 相同 的 权 。 于 是 分 全 一 AU .…UA,， 则 


= 一》 7 


PEA 
了 条理 1。 设 b) 是 作用 在 + 维 空 阅 V 上 的 到 零 线性 李 代 数 ， 可 
以 在 V 中 选取 一 钥 基 ,使 bb 成 为 某 一 个 n(nz, CD) 十"… :十 n(nm,，C) 
(x 二 如 十 ' nm 是 的 一 个 分 拆 ) 的 子 代 数 , 2 是 9 的 不 同 的 权 的 
个 数 , 
评 。 发 pi ,Pm 是 了 的 所 有 不 同 的 权 , 并 设 dim Vyi 一 
二 wi。 上 在 V9! 中 诱导 出 来 的 代数 0b; 是 5 的 同 态 架 ,因而 是 幕 老 
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的 . 根据 Lie 定理 的 系 理 1, 可 在 5 中选 一 组 基 , 使 了 ;中 和 矩 障 日 
竹 有 形状 


Zi G1m; 
3 
\0 a 
而 4 人 一 ae 一 a rm, -一 oH). 由 此 即 可 推出 系 理 1, 


和 柔 理 2。 改 ! 是 作用 在 线性 空间 7 上 的 逢 专线 性 李 代 数 ， +， 
,Pm 是 上 的 权 的 集合 。 恕 H&€ 30, 央 
pH)=:*:=9n(H) = 0. 
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避 9 是 李 代 数 ,b 是 记 的 一 个 医 零 子 代 数 .线性 变换 ads 已 
(五 €0) 的 全 体 组 成 一 个 作用 在 空间 9 上 的 车 零 线 性 代数 . 这 个 
代数 用 adsb 来 表示 , 简 记 为 ad， 根据 第 二 章 定理 3 , 8 有 窒 和 分 


9 一 > gm, 


pCa 
其 中 入 是 adb 的 权 的 集合 ,简称 b 的 权 的 集合 ， 关 于 这 个 分 解 式 ， 
有 以 下 三 个 简单 性 质 : 
1) {gm , gfy] Cg 对 a, BEA. 特别 , gauy 是 9 的 子 代 
数 ;而 且 如 aw 十 BK&A, 则 
[gs 。gkag ] 一 0. 
证 。 我 个 有 公式 
(adH—a(H)I — BC(H)T)LIX,Y] = 
=[(adB— a(H)I)X, Y)]+ [xXx, (adH ~ B(H)ID)Y]), 
于 是 用 归纳 法 可 证 
(ad 已 ~— a(H)I — BC(H)O:IX,Y] = 
一 3 Cil(ladH — a(HH)I)X, (ad H—B(H)I)-’Y], 


其 中 C 是 是 二 项 式 系 数 。 如 XEgaeg，7YEgis ， 届 对 相当 大 的 有 
上 式 右 倒 为 0 , 因 之 [X,Y] € gb 7 

2) (gi ,0469 ) 一 0, 她 a+ BB 天, 

证 。 从 gs 中 各 取出 一 组 基 , 这 些 基 资 在 一 超 就 构成 9 的 一 
组 基 , 识 X《 9z、，Y&€ gay ， 划 根据 1), 就 有 
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ad Xad YY gay CC gaat th, 
因此 对 于 上 面 选 的 那 租 菇 来 祝 ,ad XX ad Y 的 对 角 线 元 素 都 是 0 ， 
内 此 
(X,Y)= Trad XadY 一 0. 
3) DC Qady 。 
证 ， 设 日 《9. 因 9 需 等 , 故 有 一 正 整 数 m 存 在 ,使 (ad 4)”H 
一 0, 对 -~ 切 4 《9， 这 耽 是 说 HE gady ， 
我 们 定义 : 如 9 = 9&syp， 旧 8 就 称 为 9 的 一 个 Cartan 子 代 数 ， 
而 (1) 吏 称 为 9 对 于 Cartan 了 于 代数 的 Cartan 分 解 ,人际 去 0 之 
后 称 为 8 对 于 的 根 的 集合 或 简称 8 的 根 的 集合 ， 训 作 Z。 如? 
是 根 ，gaa。 称 为 相应 于 根 史 的 根子 空间 . - 
显而易见 ,9 的 Cartan 子 代数 0 一定 包 售 8 的 中 心 g。 实际 
上 , 设 叉 Ec， 央 [ 态 , XX] 一 0 对 一 切 昌 《0, 即 ad HX 一 0 对 一 切 
日 Eb 因 之 XCthay 一 
定理 1， 9 的 Cartan 子 代 数 b 是 个 极 大 电 零 子 代 数 . 
证 ， 发 久 是 9 的 需 零 子 代数 ,而 ! 刁 0， 因 5 需 震 ， 有 正 整 
数 六 存在 使 
[Hm,* lH, [Hi, Hl.*] = 0, 
对 任意 闫 个 元 素 厂 ，… ,Hm€ 了 。， 特别 
[B,::…:[H, [BRB8, Hl.:.]] = 0, 
~ ”、_--- 


rz 一 | 

对 任意 HE90 及 日 E09. 妆 (ad HD)™1H = 一 0 对 任意 已 Eb 及 
囊 6 。 因 之 媚 E9ga = 二 上 对 任 管 E989。 所 以 Cb, 于 是 = 
p. - 

定理 2。 设 9 一 91 十 gj， 则 gi 的 一 个 Cartan 子 代数 与 9: 的 
一 个 Cartan 子 代数 的 站 和 一 定 是 8 的 一 个 Cartan 子 人 代数， 反之 ， 
9 的 任 一 Cartan 子 代数 一 定 是 9 的 一 个 Cartan 村 代数 与 9 的 一 
个 Cartan 于 代数 的 直 和 和 . 

证 。 设 b 是 9 的 一 个 Cartan 子 代数 ( 二 1,2), 我 们 有 
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0 ay = b;, 1+ = 1, 2. 
分 bb 二 外 十 如 因由 和 凡是 桥 霉 的, 故 卫 十 bs 也 鼎 零 .现在 来 
证 肯 
gady 一 b), 
设 XEgae， 即 有 正 整 数 普 使 《ad 妃 )X 二 0, 对 一 切 HE€9，、 写 
= Xl1+ X;, Xi 9, H= H+ HH, He€tb,, 则 由 
(ad H)?X = (ad Hi)”X1 + (ad Hi)”Xs= 0 
推出 
(ad FH, )”X; 一 (ad H,)”X,; = 0， 
对 一 切 本 6Eb Ha€ 42， 因 此 Xi€ gayi 二 bj(i = 二 1，2)。 由 此 即 
推出 
X= Xi+ X2€E hh, = Db. 
反之 , 设 了 是 9 的 一 个 Cartan 于 代数 , 即 
gady 一 b. 
分 
中 一 {II€《91 而 有 HED 使 HH= 十 Hi, Hg92}， 
2 二 4H21H2€ 而 有 日 E60 使 HH 二 十 Hi, Hik gi， 
自然 0; 是 9 的 子 代数 (i = 1, 2)。 我 们 来 证 明 b 二 饭 十 d。 识 
Hi€ 0, 于 是 有 日 &E9 使 HH= Hi 十 Hi,H;€ 8 对 任 一 互 E5;, 有 
正 整数 所 存在 使 (ad H )"H 一 0, 但 由 
(ad H')”H = (ad H')”Hi + (ad H')”"H;= 0 
及 (ad 所 )rBEgLG 二 1,2), 推 出 (adH)”H 一 0. 因此 Hi€9， 
于 是 外 CCb， 同 理 可 证 bCb 男 一 方面 ,说 HEb, 号 人 二 十 
t+ 且 ;,， Hi€ 91,， H2€ 92, 上 则 Hi€ 轩 , H2€ 刀 ,因此 9 二 志 十 bb, 因 0 桥 
老 ; 故 和 和 5 此 村 替 , 设 XiE ga 即 对 任意 H1€ 加 有 正 整 数 澡 存 
在 使 (ad Hi)”"Xi 二 0， 褒 日 E60, 写 日 = 人 本 十 H:，H;€b;， 则 
(ad H)”X:=(ad Hi)”Xi1=0., 因此 Xi1k gd =—b. 于 是 XE€Hh. 这 
束 证 有 明了 j 蚌 9 的 Cartan 子 代 数 ， 同 理 可 诈 bb 是 9 的 Cartan 
子 代数 , 
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我 们 举 出 典型 李 代数 的 ”Cartan 子 代 数 与 Cartan 分 解 作 为 
例子 . 

以 8 表 4,(n 之 1),，Bs(n 之 1), Cs(n 之 1) 或 D,(n 之 1) 之 
一 。 在 第 一 章 $3 中 ,对 于 每 一 个 典型 李 代 数 我 们 都 定义 了 一 个 ?2 
条 交换 子 代数 9, 而 且 从 9 的 针 构 公式 (1) 可 以 看 到 

g=b+ > 9"， 
站 
其 中 王 表 9 的 根 的 全 体 , 而 9" 表 由 5。 所 生成 的 一 维 子 空间 。 我 
们 有 
9adg — bb. gd 一 6， 

此 0 是 8 的 Cartan 子 代 数 ， 我 们 注意 ， 

1) b 是 交换 的 ， 

2) g" 都 是 一 维 的 
这 两 个 性 盾 , 令 后 将 证 明 , 是 秆 单 代数 的 Cartan 子 代数 和 Cartan 
分 解 所 公有 的 性 质 . 

最 后 ,我 们 再 举 出 Cartan 子 代 数 的 另 一 歼 划 方法 . 

定理 3。 设 9 为 李 代 数 , 而 6 是 它 的 一 个 枚 替 子 代 数 。 合 

n(b) 一 {x C9 使 得 [X,9] C0},，. " 

( 称 为 8 在 9 中 的 正规 化 子 ), 则 9 是 9 的 Cartan 子 代 数 当 且 仅 当 
b — n(b). 

证 . 人 先 证 上 明 n(9) C gs。 设 XEn(b), 朗 [X,9]Cb， 丈 郎 
(ad H)XE€90 对 一 切 HE9.， 因 9 需 零 , 故 有 正 整 数 m 存在 ,使 
(ad 如)”X = 0, 于 是 XE 988。 这 证 明了 n(b) CC gu， 

现在 设 b 是 9 的 Cartan 子 代数 , 则 二 giay。 于 是 n(D) CS 
Cg4dy 二 9， 另外 ,显然 有 Cn(), 所 以 95 = n(9)， 

友之 ,发 8 一 1190) 根据 Lie 定理 的 条 理 1 , 可 在 9%46 中 选 
取 一 租 基 使 ad HC(HE€9) 在 9aug 上 族 导 出 的 线性 变换 的 矩阵 知 有 
形状 
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于 十 允 XE9d， 则 (ad Hi) (ad Hi) (ad BH,)X = 0 对 一 切 Di, 
H;2,**-, H,€b, 而 s = dim gy, BD [Hi, (ad Ha)* (ad 五 .)X] = 
06 0 对 一 切 本 ,Hi,*…, 晶 ,€《9, 出 此 推出 (ad H2):…*(ad H,)XE€ 
nb) 二 了 ,对 一 切 日 ,,:…*, H,€90; 好 [2, (ad H;) .++ (ad H,)X] 
6《8， 对 一 切记， 日; ,日 ,€9. 由 此 推出 (ad 瑟 ;) (ad HX 
€ (9) 一 0 对 一 切 晶 ,…, H,€0， 如 此 准 续 下 去 ， 最 后 得 X € 
nb) 一 0 这 让 明了 9 和 % Cb, 因此 5 一 9 ， 序 日 是 9 的 一 个 Cartan 
子 代数 . 


§ 2. Cartan 子 代数 的 存在 性 


说 8 是 李 代 数 , XE9，9gaax 的 维 数 郎 为 xx， 过 去 我 们 定义 过 
9 的 秩 ”一 一 min nx, 于 是 村 霉 李 代数 的 秩 即 等 于 它 的 维 数 . 我 们 
也 定 头 过 站 是 正则 元 .如 二 nx. 
5 于 1。 设 Xo 是 9 的 一 个 固定 的 元 素 . 如 对 任 剖 YEg 都 有 
无 限 多 个 上 存在 ,使 ad (Xo 十 puY ) 此 震 雾 , 则 9 是 需 零 李 代数 . 
证 .。 写 出 XX 的 Killing 多 项 式 
1(A|X) 一 入 十 aa(X)XL 十 二 a,(X). 
ad X 疾 零 的 充 要 条 件 是 这 个 多 项 式 的 特征 根 都 是 0 ,如 
a(X)=: .=a(X)=0., 
任 取 了 《9g，Xo 十 0Y 的 Killing 多 项 式 是 
故人 Xo 十 AZ) 一 他 十 ai(Xo dt py .+ 
十 a,( Xo 十 十 mAY ) 
如 有 无 限 多 个 上 使 ad( Xo 十 ey) 闪 幕 零 , 即 有 无 限 多 个 此 存 任 使 
a(Xo TF pgY)= .=a(Xo +t jpY)= 0, 
因 a(Xo 十 jpY),*，…, aXo 十 4Y ) 此 上 的 多 项 式 , 故 
a(Xo 十 HY) = a(Xo d+ pY)=0. 
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取 Y 一 X 一 Xp 一 1 就 有 
a(X) 三 '*… 寺 a,(X)=0. 
因 之 , ad X(XE 9) 尖 莫 走 . 
根据 Engel 定理 知 , 9 是 幕 零 李 代 数 , 
定理 4。 设 Xo 是 9 的 一 个 正则 元 , 则 gx 是 个 Cartan 子 代 


旗 . 我 们 有 


9 一 Qaax, 十 >》, gjax 
A Es 


是 ad Xo 的 非 0 特征 根 的 全 体 ， 合生 一 > gx。 


ED 
我 们 先 证 9,4 x, 是 天 替 子 代数 ， 设 XEq4xo, 则 [X,8] = 98. 
以 D(X) 表示 adX 在 8 上 诱导 出 的 线性 变换 的 行 刘 式 ， 我 们 知 
道 D(Xo) 关 0。 对 任意 YC gx,，D(Xo 十 LY) 是 上 的 多 项 式 ; 
因 D(Xo) 关 0， 所 以 有 无 限 多 个 上 使 D(Xo 十 pY) 关 0.。 由 于 9 
的 秩 为 2， 故 对 于 这 无 限 多 个 py ad(CXo 十 上 &Y) 在 gx 中 的 特征 
值 篆 0 ， 即 adgiax,。 (Xo 十 pgY ) 的 特征 值 咯 0 、 郎 adoaaxy (Xo 十 
zy ) 震 零 . 根据 引 理 1 知 ，ga x 是 震 零 子 代数 
现在 分 和 = 二 gdx， 设 XEga, 则 有 正 整 数 刀 存在 使 
(adH)”"X 一 0 对 一 切 HE€Db. 
特别 , 因 XoED. 故 
(adXo)”X 一 0 
因 之 XEgaixo 一 bb 于 是 gd CD, 故 gd 一 8 即 ) 征 9 的 一 个 
Cartan 于 代数 . 
柔 理 1， g 的 Cartan 子 代 数 一 定 存在 . 
证 ， 因 9 一定 包含 正 划 无 ;故人 得 证 . 
系 理 2， 褒 8 是 9 的 一 个 枚 老子 代数 ,而 且 8 包 有 8 的 一 个 正 “ 
则 元 ;, 则 gsay 是 9 的 一 个 Cartan 子 代数 
让. 设 Xo 是 0 所 包 舍 的 8 的 正则 元 , 其 84x。 是 9 的 Cartan 
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子 代数 ， 全 下 二 gdx。 因 日 是 笑 替 子 代 数 , CC gx 一 0 
从 加 EnpcCb 推 出 
by 一 gadxo SD aay 之 Gags, 一 0， 

因此 gdy 一 90ad Xo 是 9 的 Cartan 子 代数 . 

定 姓 5。 融 b 是 9 的 极 大 轿 零 子 代 数 ， 如 8 包 有 9 的 一 个 正 
则 元 Xo, 则 8 是 8 的 Cartan 子 代数 ,而 且 b 一 gx 

证 . 根据 定理 4 , gdx, 是 9 的 Cartan 子 代数 . b 是 夭 替 
了 代数 , 故 5E gdx。, 又 因 昌 是 极 大 需 雾 子 代 数 , 故 9 一 gax ， 


$3. 预备 知识 D 


设 了 征 C 上 的 7 稚 向 量 空 间 ， 开设 ol, '…', es 是 VV 的 一 姐 基 ， 
Xi1，*“** ,xa 是 C 上 2 个 无 关 不 定 元 .于 是 VV 中 一 般 向 量 * 可 表 作 
t= Xiel 二 X62 "十 Xen, 

骨 设 W 是 C 上 的 姓 维 向 量 空间 ,人工 设 名 ,:… ,8% 是 丈 的 一 组 基 ， 
和 yw 是 C 上 的 庆 个 无 关 不 定 元 ， 于 是 友 中 一 般 向 量 放 可 表 
作 
w 一 Jie 十。 十 ymEm。 
从 六 到 下 中 的 一 个 上 映射 了: 
二 Xiet 十 "十 xen 一 XX 二 ye 十 "十 ymem, 


称 为 一 个 多 项 式 上 映射, 如 果 
y Pi(x1, ~" Xn), 
y’ Pm(X1, “7 
都 是 Xl““"“"4XNp 的 多 项 式 . 这 时 


PP 生 中 
感 电量 ip > 昌 由 内 
之 作 和 3 Ys > CiL-imP! Dm 


1) 这 一 节 和 下 一 节 要 求 履 首 具备 代数 方面 较 多 的 预备 知识 ， 见 范 德 政 尔 登 ， 代 数 
学 , 答 1 科学 出 版 社 ， 北 京 ，1963。 收 痢 亦 可 略 去 这 两 节 而 假定 下 一 节 定 理 6 
成 立 ,然后 可 以 直接 并 必 下 文 . 
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就 是 从 C 上 yj， ,ym 的 多 项 式 环 C[ ,yw 到 C 上 xia 
,Xn 的 多 项 式 环 CLx x,] 中 的 一 个 同 态 , 且 有 性 质 
9(1)=1, 
PMY Ym)) = hp Py Ym) ), 
对 一 切 内， yo)EC[y yo 及 人 EEC， 这 时 我 们 称 9? 
是 一 个 么 C - 同 态 , 亦 称 2 是 由 多 项 式 映射 f 所 确定 的 么 C - 同 态 . 
反之 ， 设 9 是 从 Cl ?yo 到 ClLa zxo] 中 的 一 个 
么 C- 同 态 ， 合 
PY) 一 ix ,Xa), 1 EISm, 
Pi，""*， rm 为 多 项 式 , 划 
X= Xiel 十: 十 xoer 一 2 二 DIB 二 mem 
就 是 从 V 到 歼 中 的 多 项 式 了 映射 , 而 2 惑 是 由 这 个 多 项 式 了 映射 所 确 
定 的 么 C - 辐 态 ， 因 此 ,从 Clyy,… ,ymj 到 Co xn] 中 的 
么 C- 同 态 与 从 V 到 到 中 的 多 项 式 映射 一 一 相应 . 
我 们 举 一 些 多 项 式 映射 的 例子 . 
例 1 从 了 映 估 歼 的 线性 映射 自然 是 多 项 式 映射 . 
例 2. 取 VV 一 (0)， 座 有 从 (0) 有 上映 入 画 的 映射 
f: O02w = be 二 :+ bnem, 
自然 , f 可 看 作 和 多项式 映射 ,而 由 ff 所 确定 的 从 CI ym] 到 
C 的 么 5C- 同 态 为 
p: Olyis yp) 一 DC5 0) 
我 们 证 0(w) 二 DG pp) 这 时 , 确 中 辣 量 与 CU: ,ynm] 
映 入 C 的 么 C- 同 态 一 一 相应 . 
例 3.， 取 五 = 二 C， 设 有 从 7 上 映 信 WW = 二 CC 的 上 映射 
jf: v—> Pl(v)€C, 
如 了 为 多 项 式 肌 射 , 则 Po) 为 ,| ,xs 的 多 项 式 : 
PKz) 一 PCxi， "Xs 
v= ge :二 dnen、 则 
P(r1) = Pld. :**, an), 


48 第 三 章 Cartan 子 伐 数 


因此 f 可 看 作 由 多 项 式 P(x1，* …，xa) 所 确定 。 这 时 记 了 一 上. 
以 下 我 们 讨论 多 项 式 上 映射 的 分 次， 朗 
XC 十 。 ，， 寸 ho yw 一 pie; 十 -二 PDEm 
是 从 V 映 玉 到 的 一 个 多 项 式 上 映射 ,如 P19 Pm 和 车 十 T1399 的 
多 项 式 ， 写 


Pi 一 2) Piks 
必 
其 中 pix 为 x1，*…* ,xa 的 让 次 齐 次 多 项 式 、 定 义 


x = ne i 
则 雁 (R 一 0,1,， 2，…) 都 是 从 VV 上 映 入 琅 的 多 项 式 映 射 ， 自 然 有 
f = 2, fr， 
中 

帮 称 为 的 次 齐 次 分 量 ， 我 们 有 

引 理 1。 设 f 是 从 VV 上 觅 入 万 的 多 项 式 映 射 ， 而 8 是 从 柬 喘 及 
另 一 线性 空间 品 的 多 项 式 上 映射 ， 设 二 gof, 即 对 任意 vEV, 合 

hl(v) = glflv)), 

则 是 从 上 映 入 口 的 多 项 式 映射 ， 表 设 f 一 》) fi,g= 2》 g 


RRO 1 1 1 0 


分 别 是 f 和 & 分 成 齐 次 分 量 的 分 解 ， 仓 和 二 Zh; 是 4 分 成 齐 次 分 
草 的 分 解 , 吊 

| 0 1 ~ Rolos 

gefr, 了 一 到 0 
和, ,2 为 也 的 一 钥 基 ， 再 坑 
f Xie1 TT xen HF) = pia 二 rim, 
g: y= 二 十 Ym? > gy) = pe 二，** 二 pep, 


本 
和 


gof(x) 二 全 和 十 .十 EpEp, 


Ei; = bP Pm)s t= 1,2,.'-.,p. 
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由 作为 Tis "sg Wy 的 多 项 式 pi, "ys Dm 的 多 项 式 ， 自然 是 X11 
“… , Xn 的 多 项 式 ; 这 证 明了 第 一 个 断 痛 。 至 于 说 到 第 二 个 断 车 ， 
注意 , 当 Ro 之 1 时 ,由 


;一 pA 2 Pik,**', 2 prt 
kko kko 


twa | 


推出 
= 人 j 一 Rolo 
" Pal Pl, “*", Pt)» 1 一 Rolo 
即 
全 ? 一 Rolo 
pp; ~ 一 . 
gioofr,, 1 一 kvlo, 
引 理 1 证 毕 . 


现在 我 们 来 定义 多 项 式 映 射 的 微分 ， 裔 上 是 从 号 大 开 的 多 
项 式 映 导 ， 训 x,vE€V， 分 
AfHx, 2) =f(v+ x) ~ flv), 
上 则 当 v 固定 时 ， 
%— Af(x,v) 
也 是 从 VV 映 久 歼 的 多 项 式 上 映射 ， 这 个 多 项 式 映射 没有 霉 次 分 量 而 
它 的 线性 分 量 称 为 在 v 外 的 微分 ， 记 作 (4df),。，(af), 是 从 V 映 
和 人 丈 的 线性 映射 
5| 班 2.。 设 f 是 V 映 信 y 的 多 项 式 上 映射 而 8 是 歼 映 入 上 0 的 多 
项 式 喘 射 ; 分 4 一 gof 敲 wE5『 而 w= fv), 央 
(dh), 一 (dg)ocd1f) 
证 设 x6E7， 有 则 
人 hx，p2) = hr tv)— hv)= glflx + v)) — glf(v)) 
= g(f(v) + Af(x, v)) — glf(v)) 
= gl(w + Afl(x, 1v))— glw) 
一 Ag(Af(x, v), w), 
因 Aj 和 Ag 无 霉 交 分量， 上 比较 上 式 双 方 一 次 分 量 , 再 利用 引 理 1 
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就 有 
(dh), 一 (dg )wo° (af),. 

引 理 3， 设 f 是 从 VV 映 信 WV 的 多 项 式 映射 ,并 假定 对 一 个 固 
定 的 z, (4df), 将 V 映 到 克之 上 ,上 央 由 f 所 确定 的 从 CI， yn 
到 C[xi1，…' ,Xs] 中 的 么 C- 同 态 P 是 么 C~ 同 构 . 

证 .。 首先 ,显然 将 Cy1, ,ym] 中 的 常数 保持 不 动 . 

其 次 , 设 P 是 Cfyi,:…, ym] 中 一 个 次 数 之 1 的 多 项 式 ， 我 
们 来 证 有 明 pg(P) 去 0。P 卫 确定 从 WV 映 久 C 的 一 个 多 项 式 映射 了 : 

BP: pot + bnem—> PD ,bm). 
这 时 & 二 了 cf 就 是 从 V 映 久 C 的 一 个 多 项 式 映 射 ， 避 为 了 中 一 
般 向 量 ,而 f(x) = gi 十 十 mlm， 则 

h(x) = Bof(x) 一 PC ) 一 PC Pm) = p(P). 
因此 要 证 gp(P) 关 9， 只 须 证 4 一 Psf 关 0 妆 可， 根据 引 理 2 的 
证 月 ,有 : 

Aj(x,v) 一 AP(Af(zx, v ), iw ), 
其 中 w 一 fv)， 将 A 的 最 低 次 项 记 作 (A$),。。 因 了 的 次 数 
宇 1, 故 AP 志 0, 因 而 (AVP) 记 0， 这 时 根据 引 理 1 ,Ah(x, v) 
的 最 低 次 项 将 是 (AP )io(af),. (Qf), 将 V 映 到 碟 之 上 ， 故 
APio(df), 关 0。， 于 是 Ah(x,v) 关 90， 因此 一 of 关 0， 这 恋 
明了 5l 理 3. 

引 理 4。 悚 了 是 将 ” 锥 空 关 了 映 信 m 稚 空 有 站 玩 的 多 项 式 映 
射 , 并 假设 对 于 一 个 答 定 的 vo, (Qf),, 将 VV 映 到 彤 之 上 上， 认 ci， 
… ,cz 是 的 一 租 基 ,而 6&1, ,2 是 歼 的 一 和 粗 基 ， 设 P(xi1,，*……， 
x jE Clxi, zx 对 于 z= ael 十 :… 十 ae。 人 Plv) 一 
Pa ,4a)， 于 是 , 对 于 C[x1， ,xn] 中 任 一 非 0 多项式 
PC xz) 都 可 以 求 得 C[y;，:… , ym] 中 的 一 个 非 0 多 项 式 
2 ,ym), 使 得 : 如 Gl(w) 所 0, 对 某 一 w€1W, 则 必 有 wEV 
使 w= 二 Kv) 而 且 P(v) 闪 0, 

证 。 和 在 3 引 理 4 的 假设 下 , 由 f 所 确定 的 从 CLy, ,ym 上 映 
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人 (CLx xj 的 么 C- 同 态 P 是 个 同 构 ，。 利用 此 同 构 9 将 
C[y yn] 腾 信 CL, :… x.]， 对 于 任 一 v EV ,vv 决定 从 
C[Lx #4] 鼎 八 C 的 一 个 么 C- 同 态 Po: 
PKxi ***, Xa) 一 已 (z)， 
这 个 同 态 p, 对 CEy …，y] 的 限制 就 是 从 C[yi,，… ,ym] 映 
人 5 的 一 个 么 C- 同 态 yp， 因此 由 丈 中 一 个 向 量 几 所 定 , 郎 对 
一 切 0(0， ywm)EC[ ***, ym], 
Po pO0) 一 Olw). 
设 x 一 xcl 十 … 十 xncesE， 记 
f(x) = IC ++ 二 nt, 
而 B91， ,rm 为 Xx1，* ,x 的 多 项 式 , 则 又 有 
Psp(O) = PAO, , Pm)) : 
一 OU Pn(0)) = O(f(v)). 
因 么 C- 同 态 8? 由 歼 中 险 一 的 一 个 同 量 所 确定 , 故 
w = 1(v). 
因此 引 理 化 为 证 明 : 存在 一 个 9(y1,' ,ywm), 使 得 任 一 将 CE yi， 
…，ymj]」 上 映 和 信 C 的 么 C- 同 态 不 将 89 上映 到 0 者 管 可 扩充 成 一 个 将 
ClLx xz 上 肌 信 C 的 么 C- 同 息 而 不 将 已 映 到 0 . 
记 4= 一 Clxz ,tj, B= pl(Cly, yn])， 发 
4 由 如 添加 有 限 个 元 素 ma …… ,zu 所 生成 , 4 一 中 [zx ，-… ，gp]. 
加 Ai 一 Bl zk+1， 四 zj ， 则 4 一 4,42 一 卫 ， 个 kK-~1 一 Axrl zi |]. 
现在 对 于 4o 已 给 定 PEdo, P 关 0。 假定 对 于 44-i 已 给 定 Px 
E Ari, Pr-i 志 0, 可 在 A% 中 找到 Ph 六 0， 使 得 任 一 将 4 瑞 大 
C 的 么 C- 同 在 而 不 将 Pi 上 映 到 0 者 ,和 可 扩充 成 将 4i-1 映 久 C 的 
么 C- 同 态 而 不 将 Pi-1 映 到 0( 一 1,……,%)。 那么 我 们 的 引 理 
碗 证 明了. 
对 于- 一 个 国定 的 ,我 们 区 别 z% 泛 合 系数 属于 A;-i 的 一 个 多 
项 式 的 情形 与 zi 不 适合 系数 属于 Ak-i 的 任 一 多 项 式 的 情形 . 
1) Ar-i1 = At| zx],， Pr-1€ Ar Pr-i 闫 0, zi 不 适合 系数 属 
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于 A4 的 任何 多 项 式 ， 这 时 44-i 柄 是 系数 属于 Ai 的 z4 的 多 项 式 
环 ， 显 然 , 这 时 4x 映 入 C 的 任 一 么 C- 同 态 y 上 佛 可 扩充 成 将 4 
哆 入 C 的 么 C- 同 态 由， 如 命 (zx) 二 6, 而 5 为 C 中 任 一 元 ， 因 
Pi 寺 0，Px-i 人 至 人 少 有 一 个 非 0 系数 P:。 谱 风 是 一 个 将 A 映 
八 C 的 么 C- 同 态 天 将 Pi 不 映 为 0， 将 加 作用 到 Pi_i 的 系数 之 
上 , 殉 馈 到 一 个 系数 属于 C 的 zx 的 多 项 式 Pi-1， 因 Jy(Pi) 寺 0， 
故 Pi-i 送 0, 因此 有 4&4E€C 使 Pr-1(5) 关 0。 这样, 由 可 扩充 成 将 
A-i1 映 入 C 的 么 C- 同 态 风 ,如 全 J(z4) 二 5， 自然 有 (Pi1)== 
Pi-i(b) A 0, 

2) Ar-i= Ax[zr], Pri€ Arpi, Pai x 0, zx 适合 系数 属于 
44 的 一 个 多 项 式 。 设 上 是 从 A 上映 入 C 的 么 C- 同 态 ， 如 果 由 能 
扩充 成 从 Ai-1 映 入 C 的 么 C- 同 态 风 而 Vsm) 一 5, 那么 5 一 定 要 
适合 所 有 的 多 项 式 了 ,而 P 是 将 上 作用 到 zi 所 适合 的 系数 属于 
A4 的 多 项 式 P 的 系数 之 后 所 获得 者 、 设 P(X) 是 zx 所 适合 的 次 
数 最 低 的 多 项 式 ( 系 数 属 41)， 记 P(X) 二 ao 十 alX 十 十 asX?”， 
ic A aas 关 0。 设 0(X) 是 另 一 个 多 项 式 , 用 P(X) 去除 0O(X) 
得 
an Q(X) = U(X)P(X) + V(X), 
其 中 /1 充分 大 ，U ,7 的 系数 属 人，deg 了 < deg P。 如 zi 适合 
Q(X)， 旧 VV(zk) 二 0。 因此 对 于 只 所 适合 的 多 项 式 OC(X) 恒 有 

an Q(X) = U(X)P(X). 

因此 ,如 果 an) 记 0, 上 则 从 PC(6) 二 0 推出 J(a,)0(8) 一 0， 
之 0(5) 一 0， 因 此， 如 果 由 (4) 关 0, 则 当 且 仅 当 B(xz4) 一 2 是 
P 的 一 个 根 时 ,上 可 扩充 成 从 44-1 映 大 C 的 同 态 风 

冉 - 卉 ， 因 -1 的 两 域 在 /A 的 两 域 上 是 代数 的 ， 故 Ai-1 中 每 
个 元 到 此 适合 系数 属于 4% 的 一 个 多 项 式 ， 设 Pi 所 适合 的 最 低 
次 多 项 式 是 HH(XX), 写 

HOX)= b+ OX + bnX”, bi€ Ar, bm 0 

则 2o 六 0， 和 于- 厦 
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H(X) = 以 名) 十 POO)X + 二 pbn)X". 
由 (Pi-1) 二 0 推出 J(H(Px-1)) 一 0 即 : 
HOBCPi)) = $60) TF pO) PPA) + + 
+ yom)p( Pe)™ = 0. 
因此 ,如 (bo) 关 0, 则 下 Pt- 关 0 于是, 合 Pk 一 ant 那么 ， 
如 果 几 不 将 Pi 上映 到 0 , 克 亦 不 将 Pi-i 映 为 0. 
这 样 我 人 的 引 理 就 起 明了 . 


4. Cartan 于 代数 的 葵 地 性 


引 理 5。 识 9 为 李 代 数 , X 《9。 如果 ad X 是 槛 震 线 性 变换 ， 
则 


So 


G(X) 一 exp adX = 3 (adX 关 《只 有 有 有限 项 ) 


13 二 昌 m1 


征 9 的 一 个 旦 辐 构 . 
证 ， 设 了 ,2Z&€9:; 我们 有 
ad X[Y,Z]= [ad XY, Z1++ {IY,adxX2], 
用 归 绩 法 可 证 


nt 


ad X)"|Y,Z|j= .| ad XY, (ad X)” Zz1 
Ca) pre eX) 


因此 


bo 


AOU, 2 = DD re dX)Y, 
m=0 I, k=0 II | 


(adX)m AZ] 
一 > (adX)Y, >) 1 (adx)z| 
-k=0 R! r=0 /! 


=— [co(X)Y, o(X)Z]. 
又 显然 , o(X) 是 可 赣 和 线性 变换 ,因此 cx) 是 9 的 自 出 构 . 
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定理 6 (Cartan-Chevalley)?， 1) 让 是 9 的 一 个 Cartan 子 
代数 . 对 9 相对 于 9 的 一 切 非 雾 根 a， 如 果 已 E 昌 具有 性 质 a(H) 
< 0, 则 王 是 9 的 正则 元 素 . 

2) 以 4 记 由 一 切 o(X) (adX 桥 规 ) 所 生成 的 8 的 一 个 自 同 构 
全 , 则 9 的 任意 两 个 Cartan 子 代数 对 于 4 都 是 共 雹 的 , 部 4 中 有 
一 元 来 将 这 两 个 Cartan 子 代 数 之 一 变 为 另 一 个 . 

证 零 ! 是 g 的 一 个 Cartan 子 代数 , 之 是 g 相对 于 9 的 非 
堵 根 的 全 体 , 则 g 有 Cartan 分 解 

9 一 5 十 >》，9g b= gs. 


«E> 
我 们 知道 [9", 98] C 9g"*f; 因此, 如 XEg“，adX 就 将 88 映 入 
0"+f ,因而 (ad XX 将 9 上 映 信 94"1,， 因 习 是 有 限 集 , 故 adXX 宕 
等 ,于 是 co(X) 一 exp ad X 就 是 9 的 一 个 自 园 构 . 
设 卫 一 ta aq an. 考察 从 9 一 日 填 的 十 … 十 gm 
里 入 g 的 映射 f: 
HAH, Xi, Xz2, ***, X») 一 GUOXD :Go( KX)H, 
(HED, XI1€ 9g, + +*, Xm € 9°m). 
因 ad Xi1,'…*, ad XX 每 桥 零 ,显而易见 ,这 是 个 多 项 式 映 射 ， 我 倍 
来 计算 了 在 点 (Bo, 0,………，0) 处 的 微分 : 
Af(H, Xi1, X2 ***, Xm; Hos 0,***, 0)= 
= HH Ho, Xi, Xs, , Kn) — fHo, 0,..- ,0) 
一 GCX1UOGCX2) :G(Xn) (H+ Ho) 一 Ho 


= >, je LX LX, 2 [Xkm, H]:]] 
到 1 了 


+ >， 一 [Xi [Xts, [Xkm, 1H] 1] — Ho, 
Rie" sy HR! 


1) C. Chevalley, An algebraic pioof of a propsrty of Lie groups, Amer. }. 
Maith., 6€3 (1941), 785-—793; C, Chevalley, Théorie des Groupes de Lie, 
‘Tom Ill, Paris, 1935. 
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其 中 置 [X*, Y]= 二 (ad X)*yY。 注音 [Xfi,[ Xa, [Xm,H]-……]] 
是 齐 次 的 ,次 数 是 刀 十 包 十 … 十 fw 十 1， 而 [Xi1, [Xzay 
[Xam,，Ho].… ]] 也 是 齐 次 的 , 砍 数 是 让 十 已 十 … 十 各。 这 里 
所 讲 砍 数据 的 是 将 [Xk!:[ Xk [TIXxn, 已 ].…]] 在 9 的 一 组 基 ( 由 
b 的 一 组 基 , 9 的 一 组 基 ,，. … ,gm” 的 一 组 基 和 组 成 ) 中 表 出 时 , 七 
的 系数 是 相应 的 Xi， X,， .……,，X 已 的 系数 的 多 项 式 的 次数 ， 因 
此 


dfCHss Xss Xi 0 0) = H+ DD [Xi, Hol. 


三] 


现在 选取 Ho€9 使 [[ ca) 0， 如果 


af(\H, 人 1， "ss Xn; Ho, 0， .….,0) 一 0， 
即 


已 十 > [Xi Ho] = 0, 


一 1 

则 因 [X;. Ho] €9°, 二 二 0,[X;, Hoj] 一 0 对 一 切 : 1,，*.， 
m， 又 因 ad 已, 在 9g 中 的 行列 式 是 (ai(CBo))dms 关 0, 才 ad 
在 8“ 上 非 奇 异 。 因此 从 [Xi, Ho] == 0 推出 Xi 二 0。 这 就 证 朋 


了 ,如 选取 Hu€9 使 有 [ wi(86) 在 0, 则 (2f)woo 将 9 一 十 


9 十 … 十 9” 有 映 到 8 之 上 ， 
更 在 可 以 运用 $3 中 引 理 4 了. 
以 G 表 由 一 切 o(X)(XE€ 9 ) 所 生成 的 8 的 一 个 自 同 构 荣 ， 福 


意 ，]] a:(H) 可 着 作答 定 在 9 一 b 十 的 十.… 十 9m 上 的 一 个 
二 1 z 
非 等 多 项 式 画 数 . 湛 际 上 ， 吉 和 在 D 中 选 一 组 茹 Hi,**: 9 五 ，. 分 


a Hi) 站 Oi, 藤 互 一 x1H! 十 十 Xn, 则 | | ci 已) 
一 
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II (aiaxzl 十 …' 十 aioxr)。 于 是 存在 着 定义 在 9 上 的 一 个 多 项 式 
羡 数 0 关 0, 使 得 对 任何 XE8 具有 性 厦 0(X) 关 0 者 ,此 在 G 之 下 


共 二 于 5b 中 的 一 个 元 素 已 具有 性 质 || uCa) 0. 设 8 的 Killing 
i=1 z 
多 项 式 是 
IMT 一 adXl 一 人 十 PXTL 十 十 四 (XI)X”， 
PD,-n(X) 半 0,， 如 Xo€9 而 Pp,—n( Xo) 寺 0， 姑 x。 为 9 的 正 其 
元 ， 显 然 , g 的 自 同 构 将 正则 元 变 到 正则 元 ,特别 G 中 元 素 将 正则 
元 变 到 正 旭 元 ， 因 8(X)g,-a(X ) 妆 0, 所 以 可 求 得 Xo。€9 具有 性 
此 Xo 是 5 中 某 一 元 素 Ho 在 G 之 下 的 象 , 而 ][ ai(8) 关 0。， 这 
| i 二 1 

就 证 有 明了 6 一定 包 合 一 个 正 央 元 Ho。 由 此 自然 推出 , 如 日 E09 具 
性 质 ai(H) 关 90， 则 所 就 是 。 的 正则 元 ,同时 根据 定理 5 有 

z 一 1 

gad Ho 一 一 b 一 Qad p. 

适 考 我们 证明 了 9 中 一 个 正则 元 X, 如 有 性 盾 OCR) 关 0， 
Xo 就 是 0 中 一 个 正则 元 在 G 之 下 的 象 ， 现在 , 设 久 是 9 的 另 一 个 
Cartan 子 人 代数, 相对 于 这 个 Cartan 子 代 数 , 我 们 有 9 上 的 非 震 多 
项 式 图 数 9 (x) 和 9 的 一 个 自 同 构 寻 G ， 同 样 可 证 有 明 g 中 一 个 正 
则 元 Xo 如 有 性 质 OCXxXo) 关 0， 则 加 就 是 9 中 一 个 正则 元 在 
C 之 下 的 象 ，G 和 G 都 属于 有 4。 现 在 , 如 Xo 是 9 的 一 个 正则 
元 而 有 性 质 0O(X0o)O (Xo) 三 0,， 则 Xo 在 4 之 下 和 饰 共 顽 于 6b 中 一 
个 正则 元 成 ， 也 共 歼 于 9 中 一 个 正则 元 已 ， 因此 友和 三 在 4 
之 下 共 瑟 又 因 0 二 gp 0 一 gm 故 9 和 乡 在 4 之 下 共 粕 ， 

这 样 定理 6 谎 完 全 证 明了 . 
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$l. 预备 知识 
设 9 是 李 代 数 。 在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 固定 4 的 一 个 Cartan 
子 代数 ， 记 这 个 Cartan 子 代 数 为 0. 设 9 是 + 稚 的 ,而 09 是 7 稚 
的 。 9 在 ads 9 的 作用 下 有 以 下 的 Cartan 分 解 : 


9 一 0 十 D9 一 > 9, 


Pe, PED 
其 中 入 是 adob 的 权 的 集合 ,而 是 ads 9 的 不 等 于 0 的 权 的 集合 ， 
称 为 9 对 于 Cartan 子 代数 的 根 的 集合 ,简称 9 的 根系 ，9 一 9sa， 
9 二 yp， 以 vo 表 9 的 维 数 ,于 是 我 们 有 
引 理 1， 设 X. YE5， 则 


(X,Y)= 2, vp(X)p(Y). (1) 


Pp EZ. 
证 ” 钒 mDEA,XE95， 则 adxX 在 子 空间 9 中 的 特征 根 都 等 
于 p(X), 因此 (ad X)》 在 子 空 间 9 中 的 特征 根 都 等 于 p(X). 
于 是 
Troy(ad X) = pop(X). 
因 之 
(X, X) = Tro (ad X) =— 之 vyp(X) 一 > vop(X), 


设 X, YEb， 旬 


(X TY:;X 二 YY) 一 > Dop(X 十 了 7 
PE 


一 > vop(X) 十 2 >， vop(X)P(Y) 十 人 vsep(Y) 
PE ?EZ 


人 和 


= (X, X)+ 2 2, vpX)p(Y) + (Y,Y), (2) 
PE 
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另 一 方面 ， 

(了 +Y,X+Y)= (xX, X)+2(X, YY)+(Y, YY). (3) 
比较 (2),(3) 两 式 即 得 (1) 式 ， 

5l 理 2 讼 ppE€EA,a€A, 而 且 一 a€ 人， 提 设 ?和 4 是 非 负 
整数 使 [9 ,9 -后 ] 一 19 9 "14°] 一 0。 再 融 


人 ， RV p+ha 


-— 上 =~? 
fo 二 一 一 一 一 一 ， 


1 
> Do+tka 
R=—P 


则 对 任 一 Z € Lg, 9™"]， 
Pp(Z) = ro,aal Z). (4) 
特别 ,对 任 一 Z€1[9, 09] 二 多 b, 恒 有 (2Z)==0, 

不。 因 (4) 式 双方 都 是 2Z 的 线性 画 数 ,所 以 只 需 对 2 一 [【X。， 
X-a], XeEg,X-oEg 来 莫 明 (4) 式 郎 可 。 由 于 [9 一 ,9 0] 一 
[9*, 9" ] 一 0， 所 以 子 空间 

jt 
上 二 一 也 
在 ad X_- 和 ad Xe 的 作用 下 都 不 变 .于 是 可 以 计算 adZ = adlX。， 
Xa 一 ad Xaad Xs 一 ad X-aad Xs 在 $ 中 的 迹 ， 自 然 有 
Trsad 2Z 一 0. (5) 
另 一 方面 ， 因 2Z €0, ad 2Z 在 8g “中 的 特征 根 都 等 于 
(pT ka) (2Z) = gp(Z) + fa(2Z), 所 以 


Trgad Z= D>, voria( Pp(Z) + kal(Z))., (6) 
A=—p 
从 (5) 式 及 (6) 式 得 
> ，yesta(p(Z) 十 ho(Z)) = 0， 


R=—P 


由 此 推出 
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>, RV orka 
P(2) = C—O (2). 


> Do+rka 


k=—p 
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发 。 是 李 代数 ， 根 据 Lie 定理 我 们 知道 , 9 可 解 当 且 仅 当 4 
才 堆 。 又 根据 Engel 定理 ,2g 需 雾 当 且 仅 当 多 8 中 每 个 元 素 章 
需 零 , 朗 22g 中 每 个 元 素 的 Killing 多 项 式 都 是 A*， 因此 我 们 有 
定理 1， 9 可 解 当 且 仅 当 多 9 中 每 个 元 来 的 Kiling 多 项 式 
都 是 7 
注意 ,多 9 中 任 一 元 素 X 的 Kiling 多 项 式 兽 4', 束 是 说 它 的 
Killing 多 项 式 的 系数 
a(X) = a(X) 三 '** = a(X)=0, 
Cartan 将 这 个 千 果 减 器 为 
定理 2 (Cartan 关于 李 代 数 可 解 性 的 币 断 准则 )。 8 可 解 当 且 
仅 当 (X ,XI) = 二 0, 对 所 有 XE 多 9g. 
证 。 先 设 6 可 解 , 于 是 根据 定理 1 有 
a(X) 一 ec(X) 一 … 一 2 人 X) 一 0， 
对 所 有 X 6E 2g9， 因 为 对 任意 和 XE9 孝 有 
~ (X, X)= a(X)— 2a(X), 
所 以 对 所 有 X € 5D8， 
(X, X) =0, : 
反之 , 设 (X, 义 ) 二 0, 对 所 有 XE€ 2 力 89， 我 们 用 归 生 法 向 9 的 
稚 数 来 证 明 9 可 解 . 我 们 首先 诈 明 ， 如 aa, 一 a€ 人 ,而 ZE€lg”， 
9 下 ], 则 op(Z ) = 0 对 一 切 p€《 人 人. 因 Z 《多 9, 我 个 有 42,2) 一 0， 
又 因 Z€9, 根据 引 理 1， 
(2Z, 2Z)= > vep(Z), 


PEDa 
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于 是 
> yop(CZ 了 一 0. (7) 
PEA 
再 根据 引 理 2 . pg(Z) 是 a(Z) 的 有 理 倍数 ,因此 由 (7) 式 推出 
a(2Z)=0. 
再 由 (4) 式 即 可 推出 对 一 切 PE 和， 
Pp(Z)= 0. 
其 灵 我 们 证 明 ， 对 一 切 ZE[9,9] 站 pb, PCZ) 一 0。 从 = 
> ,9”, 我 们 推出 


rep 
[9,9] = > [9”, 9"]. 
Ts 
命 
= >》 [g*, 9*-*], 
ww 
则 9 Ce。 因此 
[9g, 9] = > 
是 站 和 .于 是 
[9,9] Nb == A 9 一 ]. 


因此 ， 电 对 一 切 Z6lg ,9 一 ]，9PC2) 一 0 及 上 式 即 可 推出 , 对 一 
WZ2€ DIND, (2)=0. 
现在 我 们 断言 g 关 9g. 实际 上 ,如 9 一 多 9, 则 多 9g 站 9 = 0. 
因此 对 一 切 Z E90, p(Z) 二 0。 这 就 是 就 , adb 只 有 一 个 权 ，, 写 怠 
是 0， 那 么 g 一 0， 但 0 考 霉 , 故 多 9 关 0, 因 之 多 9 产 9， 逆 盾 , 
以 (X,Xh 表 才 8 的 Killing 型 ， 因 52g 是 9 的 理想 , 故 
(xX, Xh=(X,X), 对 一 切 X€ GD9. 


(xX,， X= 0， 对 一 切 XE 5Og， 


3 
d-4 0  ， 
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特异 
(X, X= 0, 对 一 切 X€ DDY), 
收 多 8 也 适合 定理 2 的 倪 设 ， 由 于 5508 和 关 g， 根 据 归 入 法 假 训 ， 
2g 可 解 , 因 此 gs 也 可 解 . 
系 理 . 对 一 切 XE9:, 如 CCX, 多) 二 0, 则 g 可 解 . 
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定理 3。 9 半 单 当 且 仅 当 9 的 Killing 型 非 退 化 ., 

在 . 从 9 的 Killing 型 非 退 化 推出 9 年 单 已 在 第 一 章 中 证 上 明 
( 见 第 一 章 定 理 4). 

现在 设 9 的 Kiling 型 退化 ， 命 

n 一 1 外 |X€g9 使 得 对 一 切 Y€9: (X,Y) = 二 0}. 
则 tt 不 为 0, 而 有 旦 根据 第 一 章 引 理 1, rn 是 9 的 理想 .以 (X,Y) 
表 n 的 Killing 型 ,出 
(X, Y)n = (X, Y), 对 X,YEn, 
因此 
(X ,号 ) 一 0， 对 一 切 X€n, 
由 定理 2 知 n 可 解 , 因 此 8 不 定单 . 

定理 4 人 午 单 李 代 数 9 是 宅 所 有 的 极 小 理想 的 志和 ， 这 些 极 
小 理想 都 是 单 李 代数 ,而 且 对 8 的 Killing 型 两 两 正 交 , 

系 理 1。 年 单 李 代数 的 理想 一 定 生 单 , 而 且 如 果 91 是 站 单 李 
代数 9 的 理想 ， 那 么 一 定 有 一 个 理想 凤 使 9=9 十 9, 同时 9; 由 
9 唯一 确定 ， 

系 理 2。 设 9 是 牛 单 李 代数 , 则 9 的 中 心 为 10} 而 且 乡 g=9,， 
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3 工 全 单 李 代数 的 Cartan 分 解 
定理 1。 发 9 是 个 牛 单 李 代数 ,9 是 它 的 一 个 Cartan 子 代数 ， 


认 dng 二 7+，dim 了 二 wn， 褒 
sg=bi > 9 
a Ee 
起 9 的 一 个 Cartan 分 解 , 则 
1) 9 是 个 交换 子 代 数 ， 而 且 Killing 型 对 5 的 限制 是 非 退 化 
的 ; 
HI) 9 有 ?个 线性 无 关 的 根 ， 而 且 9 的 根 都 是 单 根 , 部 根子 空 
饼 时 都 是 一 维 的 。 绸 者 ,如 果 aEZY, 划一 acEY2， 而 且 如 果 由 尖 
土 1, ARI] Rat 3: 
II 如 果 a 十 有 8 是 根 , 则 1g"、g8] 一 gc+p。 
证 。 我 们 依次 证 明 以 下 诸 事 实 ， 
1) 9 的 Killing 型 对 9 的 限制 是 非 进 化 的 , 
襄 妃 65、 由 第 三 章 $ 1 知道 ,对 一 切 a€ 2, (HH,g*) 二 0， 如 
时 还 有 ( 吾 , 0) = 0， 剧 ( 召 , 9) 一 0， 因 之 互 二 0。 这 就 证 明了 
Killing 型 对 9 的 限制 是 非 退 化 的 . 
2) 对 任 一 a € 三 , 都 唯一 确定 一 个 Hs。€0 使 
(H, Ha) = a(H), 对 一 切 H ED. 
实际 上 ,每 个 日 669 都 确定 8 上 的 一 个 线性 画 数 
pHX) 一 〔〈 娓 . X)， 对 一 切 XE1， 
Killing 型 对 5 的 版 制 基 非 进 化 的 ,因此 不 辐 的 妃 所 确定 的 Op 
也 不 间 。 于 是 
H—> Php 
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就 是 从 b 到 9 的 对 偶 空间 x 上 的 , 妆 定 义 在 5 上 的 线性 画 数 所 组 
成 的 空间 上 的 一 个 同 构 。 于 是 9 上 任 一 线性 画 数 ,特别 是 根 
&( 互 )， 和 次 可 由 互 中 有 的 一 个 元 素 所 确定 . 
3) 9 有 2 个 线性 无 关 的 根 . 
如 果 9 的 线性 无 关 的 根 的 个 数 二 w, 就 有 日 E60 而 太志 0, 使 
得 对 一 切 p€ >, gp( 日 ) 二 0。 于 是 
(H, 8H) = 2, vp(H)P(H) = 0, 对 一 切 H €D,. 


PE 
这 与 Kiling 型 对 的 限制 非 退 化 相 埋 . 

4) b 是 交换 子 代 数 , 

对 任意 日 《 30， 根据 第 二 华 定 理 3 的 了 系 理 2, 我 们 都 有 
P(H) = 二 0 对 一 切 p€2， 于 是 (日 ,0) 一 0, 因 之 日 二 0。 这 就 
证 明了 多 b = 40}, 即 0 交换 , 

5) 如 a€Z, -a€z. 

实际 上 ， 如 a€《Z， 而 一 a&Z， 则 由 第 二 章 $1 第 2 点 知 ， 
对 一 切 p 《人 A, (9g ,8 ) 一 0， 因此, (9”, 9) 二 0, 这 与 Killing 型 
非 退 化 抵 船 . 

6) 如 Es 是 g* 中 的 一 个 根 向 量 , 好 ad HE。 = al(H)E4, 对 一 
切 HEDb, 而 X-a€9“, 基 


[Ea, X-a] = (Esa, X-a)Ha. (1) 
实际 上 , [Es。, Xa] €0, 如 《09, 于 是 对 任 一 日 《9 都 有 
(LE,, X-al, H) 和 (Xa, LE,, H]) 一 (X-a, oa(H)E,) 


=— ao(H)(EFEs, X-a) = (Esa, X-a)(Ha, 已) 
~ ((E:, X-a)Ha, H). 
由 此 及 1) 即 推出 (1) 式 ， 
7) a(Hs) 关 0 对 一 切 a& 3, 
首先 我 们 断言 , 有 X-。€98 使 (EX 关 0， 否 划 ,(E。， 
9 “) 二 0, 于 是 (Es,9) 二 0,， 这 与 8 的 第 单 性 相 违 ”因此 有 
X-a€9 “使 (Es, XX-e) 二 1, 于 是 
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PE 


Ha = [Esa, Xa] € [9", 9™°], 
根据 第 四 章 引 理 2, 如 al(Ha) = 0, 则 对 一 切 9 € A, 9p(He) = 0. 
于 是 
(H, Hs) = 之 vop(H)P(Hs) 一 0， 

对 一 切 及 E09， 这 与 1) 相 韦 ,因此 a(H。) 关 0， 

8) 设 a&€Z2, 则 dim 9 = 二 1, 朗 a 都 是 单 棋 , 

假定 p 是 最 大 正 整 数 使 一 pc 为 根 。 分 Ea 是 相应 于 根 e 的 
一 个 根 向 量 。 考察 

6 = {Es 十 b 二 9“ 十 9- 十 .十 gre， 
其 中 {8。} 表示 由 56s 生成 的 一 维 子 空间 ， 据 7) 可 选 X-a。€9 使 
(Es, 多 -a) 二 1， 因而 据 6) 有 [Es。, Xa] = 二 Hs。， 易 见 8 在 ad Ea 
和 ad X-。 的 作用 下 不 变 , 因 而 出 在 ad Ha 的 作用 下 不 变 。 一 方面 ， 
我 们 有 
Tri ad Ha = Trg(ad FadX_o -一 adX-oad Es) = 0, 
另 一 方面 ,以 m; 记 87 的 维 数 ,出 
Trs ad Ha = a(Ha) 一 a(Ha)rmi 一 
一 2a(Ha)m 一 …， — pal(Ha)mp 
一 a(Ha)(1 一 1021 一 2122 一 “*。， 一 pmp). 

根据 7), a(Ha) 关 0, 因此 1 一 一 2zwy 一 …* 一 pm 二 0。 由 
此 推出 mw 二 1, m2 一 … 二 mp 二 0。 这 证 有 明了 一 a 是 单 根 ， 而 
一 2a, 一 3a,'** 都 不 是 根 ， 在 以 上 计 论 中 ,以 一 a 代 a, 即 可 证 盟 
a 也 是 单 根 , 而 24、3a,'…* 都 不 是 根 . 

在 上 面 的 证 明 中 我 们 也 附带 证 明了 

9) 如 a& ,上 则 对 任意 整数 证 天 士 1， 有 AcakzZ. 

显然 我 人 也有 

10) 设 a&€3.。 对 任 一 根 向 量 Be 6E 9 ， 总 唯一 确定 一 个 根 向 
量 下 -6E9 “使 

(Ea, E-a) = 1, [Es, Ea] = Ho, (2) 
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i 


11) 在 证 朋 IUD 之 前 , 先 证 欢 之 引 理 . 

引 理 1 设 ck2 pkE4A, 而 bp 和 4 是 非 负 整数 使 9p 十 
ka E AKC 一 训 委 & 魏 4)， 而 pp 一 人 十 1)okA、 p+ (g++ latAa, 
于 起 

2( He, Ha) 


(Ho, Hs) 一 一 《5 p)， 


而 十 ka(k 之 gq 或 二 一 p) 都 不 是 根 特别 , p 一 2 Sie leo 


《6 人 A， 更 进一步 ， 如 pp《E 之 ， 而 Eo, Ea, BE-a 是 相应 于 根 gp, a， 
一 a 的 根 回 和 量 ，[1BEo Ejaj 二 Ha 而 
(ad Ea)Eo 0,:.*, (ad Es) Fo 天 0， 
(ad Eu)? Fo 一 0， 
(ad E_s)Eg 尖 0, (ad 万 oo)P Fo 天 0， 
(ad 万 _o)PTIBo 一 0， 
则 p= 二 pp.g=g. : 
证 ， 如 二 a, 央 根 据 9), p 二 2,9 二 0; 如果 p= 二 0， 央 
pp 二 1,g 二 1; 如 果 p= 二 一 a,; 旧 p= 二 0,g = 二 2. 在 这 三 种 情 
形 。 引 理 1 都 成 立 ， 队 去 这 三 种 情形 ，、 根 据 9), 不 广大 怎样 的 
整数 , p 十 fa 关 0., 这 时 ,9 所 一 如 委 & 委 9) 都 是 一 维 的 . 
首先 , 分 5 二 >，g?+te, 旭 和 是 ad 5-s 和 ad Es 的 不 变 子 空 


k=-p 


站 ( 因 一 (pp 十 1)ak 人 ,9 十 (gq 十 1)ak& 人 A)， 于 是 


4q 
0 = Tri[ad Fa, ad Ejo] = Trg ad Hs = D>) (9 + ka)(Hs) 


不 二 一 户 
= (p+g+ 1)p(He) 十 人 a(Ha). 


因 之 


(Ho, Ha) _ ,PI(Hs) _ _/, 
‘ (Ha, Hae) “ a (Ha) (g 2). 3) 


其 次 ， 设 gg 是 最 大 非 负 整数 使 (ad Eo)*Ey 关 0( 对 0 志 放 所 


66 第 五 章 ”年 单 李 代数 的 Cartan 分 解 及 根 条 


dg ), 于 是 入 一 >，g?+te 也 是 ad Es。 和 ad E。 的 不 变 子 空间 . 仿 


R=—p 
于 可 得 
2( Heo, Ha) ， ( 
一 一 一 一 一 — pp)., 4) 
CH HS (g — pb) 


比较 (3) 和 (4) 两 式 , 得 9 一 9g， 同 理 ,可 证 f 是 最 大 非 负 整数 使 
(ad E_a)*Eo 闫 0, 对 一 pk 声 0. 

最 后 , 介 g” 是 最 大 非 负 整数 使 p 十 gak3, 旭 g 宇 qg， 设 
4 盖 9g。 人 一 中 十 da 以 加 和 gao 表 最 大 非 鱼 整数 使 po 十 
Kxf 之 (—po 委 尽 委 do) 而 do 一 (po 十 1L)aSA， 中 0 十 (do 十 1 )axkA， 


于 是 gu = 0 而 加 二 4g 一 gq 一 1， 根 据 刚 才 所 证 明 的 ,有 2tHrw) 


(Hs, Ha) 
一 一 (go 一 加 ) 一 加 二 4 一 4 一 1 但 (Hs,, Ha) = (Hy, Ha) 十 
g"(Hss Hs), 因而 又 有 8?) 一 一 (g 一 p) 十 2g"， 于 是 


(Ha, Ha) 
一 (g 一 了 ) 十 249 <g 一 4 一 1,g 十 pp 二 一 1， 闻 盾 ， 因 之 4 二 
4。 同 理 可 证 十 hal 二 一 上 2) 都 不 是 根 . 
以 后 ,我 们 把 根 链 
有 一 ba 有 一 ca 及 Ba 8 二 da 
称 为 根 上 的 a- 根 刍 , 
i12) 设 o,pB,c 十 8B63, 则 [9g",g8] -= gf8， 
这 只 要 在 引 理 1 中 到 B = 9 即 得 . 
这 样 定理 1 就 完全 诈 明 了， 
条理. 设 9 是 午 单 李 代 数 , 0 是 它 的 一 个 Cartan 子 代 数 . 
对 每 个 根 a&, 有 一 个 队 一 确定 的 日: €9 使 
(日 , He) 一 a( 日 )， 对 一 切 HED. 
再 对 每 对 根 土 a 选取 Ea。€9",， Ena《9 “使 
(Esa, Esa) = 1, (5) 
于 是 9 的 千 构 公式 可 写作 
[H,H] 二 0， 对 BH,H' Cj 
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.Pi 上， 


[i, Ea] =a(lH)E., 对 HED 
[Es, ELa] = Hos, 对 xc6E2 
[Ei, Ee] = 0, 如 a 十 pkZ 
[Es, Eps] = NepEaip, Nap P00 如 a++ BEE. 
注意 和 根 向 量 Ba 的 选取 不 是 唯一 的 ， 但 当 Es 选 定之 后 ,三 足 条 任 
(5 ) 的 根 向 量 Es 则 是 唯一 确定 的 ， 
定理 2、 生 单 李 代 数 6 的 Cartan 子 代数 0 可 以 用 下 歼 两 个 性 
” 质 来 刻 划 . 
1” 9b 是 个 极 大 交换 子 代数 ; 
2 对 任意 有 HE9, ad HH 的 初级 因子 都 是 单 的 ， 岂可 在 9 中 选 
一 租 基 ,使 ad 妃 的 矩阵 都 是 对 角形 的 . 
证 .。 9 的 Cartan 子 代数 自然 适合 定理 2 中 所 讽 的 两 个 性 厦 ， 
反之 , 设 9 是 9 的 一 个 子 代 数 旦 泛 合 性 盾 1” 和 2", 于 是 0 是 个 需 
等 子 代 数 ， 考 妹 9 在 adb 作用 下 的 分 解 


9 一 Qady 十 >, gady， 
“CZ 


> 是 9 对 于 9 的 非 堆 根 的 全 体 ， 届 有 4 E94 而 4&8， 由 性 质 2 
知 , 对 一 切 HE€0,1H, 4] =0。 因此 由 8 及 4 的 线性 组 合 所 生成 
的 子 空间 是 个 交换 子 代数 ,这 与 9 的 极 大 性 相 违 。 因此 gsds 一 日 。 
这 束 是 床 , 0 是 9 的 一 个 Cartan 子 代 数 。 

在 旋 明 过 程 中 我 们 见 到 ,条 件 2” 可 沽 器 为 

22” 对 任意 日 €b， 相应 于 ad 8 的 特征 根 霉 的 初级 因子 都 是 
单 的 . 

基于 第 三 章 定理 3, 可 将 定理 2 改进 成 

定理 2。 站 单 李 代数 g 的 “Cartan 子 代数 0 是 具有 以 下 两 个 
es 的 一 个 极 大 者 . 

1° 个 交换 子 代 数 . 

2” 对 储 间 H €0, ad 日 的 初级 因子 都 是 单 的 ， 

在 . 9 的 Cartan 子 代 数 0 自 然 是 具有 上 性质 1° 与 2” 的 地 代 
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数 的 一 个 极 大 者 ， 

反之 , 设 护 是 9 的 一 个 具有 性 盾 1° 与 2° 的 一 个 子 代 数 , 我 们 
来 就 明 了 bh 一定 可 以 包 在 8 的 一 个 Cartan 子 代 数 中 ， 特别 由 此 部 
推出 9 的 具有 性 质 1” 与 2” 的 子 代 数 中 的 一 个 极 大 者 一 定 是 g 的 
Cartan 寸 代数， 分 

3(b) 二 {XEg 使 [X, 0 一 0}， 
称 为 bh 在 8 中 的 中 心 化 子 。 易 证 3( 轴 ) 是 9 的 一 个 子 代数 ， 以 9 
表 iD ) 的 一 个 Cartan 子 代 数 ， 设 Hi1€0， 央 对 一 切 X€ 3(b),， 
[Xi Hi] 一 0. 特别 [5, DB] 二 0. 因 0b 是 (0) 的 一 个 极 大 坷 老子 
代数 , 改 己 6。 这 普 明 了 由 Cg 剩 下 来 还 需要 永明 是 g 的 一 
个 Cartan 子 代 数 。 我 倍 来 证 明 n(5) 一 50， 和 锅 
9 = 3Cb1) 二 >》, gj， 
“二 0 


是 9 相对 于 adb 的 权 子 空间 分 解 ， 对 X《9g, 有 
X=2Z+ DX, ZE3(0D)，XiEgo， 


设 XEnp), 部 TIX,DbC5b， 肥 对 万 ;ED， 
[Hi, X] = 2 a(HI)X ED 


但 可 选 及 使 w(B) 六 0， 于 是 由 上 式 导 出 X= 二 0， 因 赵 
XEi(b)， 但 5 是 8000) 的 Cartan 子 代数 ,根据 第 三 章 定理 3, 写 
在 并 bh) 中 的 正规 化 子 是 它 自身 ， 故 由 [X, jCb 导出 XEb， 这 
证 明了 n(b) 一 9。 再 根据 第 三 章 定 理 3 知 ,b 是 9 的 一 个 Cartan 
子 代 数 , 


$ 2. 秆 单字 代数 的 根 东 
讼 9 是 个 咎 单 李 代 数 ,0 是 宪 的 一 个 Cartan 子 代 数 以 王朝 
示 9 的 根 的 全 体 , 称 为 根系 ， 任 一 a € 3 都 唯一 地 确定 一 个 Hs。€ 9 
使 
(H, Hs) 一 a(H) 对 一 切 HED. 
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给 了 wx， 确定 互 。 的 手续 我 们 简称 将 根 a 杏 和信 b， 更 一 般 地 .以 广 
表示 6 的 对 偶 空 间 ,如 果 jE€9 ,那么 也 能 唯一 确定 一 个 玉 。Eb 使 
(H, H,) 一 p(H) 对 一 切 HED. 

我 们 也 膏 这 是 将 8 上 的 黎 性 加 数 上 术 了 / 

现在 设 和 , 4€ 0*, 将 它们 和 车 大 后 分 别 得 鼠 和 已 。 定义 

(4, £2) = (H1, H,), z 
这 就 在 ”中 引进 了 一 个 内 积 ， 自然 六 对 于 这 个 内 积 而 言 是 非 退 
化 的 。 显然 有 
(A, 42) = (H;, Hi) 一 人 BE) = p(H;). 

有 时 我 们 为 方便 起 见 ， 将 A€ 8 与 已 xE8 起 为 网 一 而 不 加 区 

别 , 因 此 我 们 也 记 
(3, £8) = (4%, Hy) = (H,, 4) = (Hi, 2) = (pg, Hi). 

定理 3。 以 及 表示 年 单 李 代数 9g 的 Cartan 子 代数 日 的 对 偶 

空 半 中 一 切 可 表 戌 形状 
人 >》， aop ”las 是 实数 ) 


9E7 
的 向 量 的 集合 , 则 1) 8 是 个 实 向 量 空间 , 它 的 实 维 数 等 于 Cartan 
子 代 数 b 的 复 维 数 ，2) 8 的 Cartan 内 积 诡 导出 隐 的 一 个 欧 氏 尽 
度 ，3) 发 mw, ……，m 是 2 个 线性 无 关 的 根 , 则 任 -- 中 Ez 此 可 表 
成 它们 的 有 理 系 数 的 绪 性 组 合 . 

证 ，。 . 设 已 Eb， 则 


(H, H) = 5 9p(HY = SH, He) = 3 (BH,9). (1) 
3 v ED ?EZ : 
我 们 先 证 (9, a) 是 有 理 数 ， 根 据 引 理 1， 
(9, a) = -一 = (gq, a 一 po,a)(c， C)， (2) 


gs 和 pr,a 是 非 负 整数 ， 于 是 由 (1) 及 (2) 知 
(a, &) 一 > (a, p> 2， (gv,a pesa } a, a), 
4 veES 


TP ED 


由 于 (a， a) 0, 故 
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PE pp ee | 


(a, a) = (3) 
> (ge a pe a) 
PE 


将 (3) 代 入 (2) 就 知 Cp, a) 是 有 理 数 ， 
设 pp 一 >, doa(ae 为 实数 ), 则 由 (1) 知 


a 


(Hp， 4 ) 一 > (3 CaC 。 p) 一 > (> a pa)). 


TE 


于 是 (ay iD) 衬 0 如 (aa) 一 0, 则 (up) 一 (5 da 。 p)=。 
x ED 


对 一 切 26EZ， 因 g 有 z= 个 在 复数 域 上 线性 无 关 的 根 , 故 (1 0) 一 
0 因 之 上 一 0. 这 证 明子 Kiling 型 决定 了 时 上 的 一 个 欧 氏 尺 


设 wa， ………，m 是 7 个 在 复数 域 上 线性 无 关 的 根 。 设 p&€5， 
出 


好 


?二 >, iOi, (4) 


i 二 ] 


其 中 4 是 复数 ,而 且 是 唯一 确定 的 、 并 题 是 证 明 a; 是 有 理 数 .将 
ax(1 委 & 委 2) 与 上 式 双 方 做 内 积 , 就 有 


(@, ax) 一 2 alaiyax) (1 hn). (5) 
将 (5) 看 作 a 的 线性 方程 组 ,其 行 烈 式 


[| (a, ax)| 关 0， 

故 2 的 值 由 (5) 唯 一 确定 ， 因 (5) 的 系数 是 有 理 数 , 故 a; 都 是 有 理 
数 ， 由 此 忆 推 出 ,bo 的 实 维 数 是 wx， 定理 3 证 举 . 

对 偏 地 ， 如 以 表 9 中 一 切 可 表 成 Ha(a€ 3) 的 实 系数 线性 
钥 合 的 问 量 所 成 之 实 线 性 空 关 ， 则 多 是 及 的 对 偶 空 间 而 Killing 
型 对 ty 的 限制 给 出 b 的 一 个 欧 氏 尺度 ， 

根据 以 上 的 讨 诅 我 们 知道 ， 盾 单 李 代数 9 对 它 的 一 个 Cartan 
于 代数 9 的 根系 之 古 7 稚 欧 氏 空间 中 的 一 个 同 量 集 , 具 以 下 性 厦 ; 
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1” 如 a E53, 则 一 g€ 75; 但 如 下 关 土 1, 风 ae 入 >， 
2” 设 c,p6e2,as 十 6， 以 和 92 表 最 大 非 负 整 数 使 8 十 
Ro 站 一 旅 委 & 委 4)， 则 
2 Co 一 2 一 一 (9 — p). 
-和 欧 氏 空间 中 的 一 个 非 鹤 问 量 的 非 空 集合 2， 如 只有 
性 质 1 与 2 , 就 称 为 一 个 o 系 ,自然 ,根系 是 o 系 . 
x 5 系 2, 根据 引 理 1 的 证 明 , 我 们 有 以 下 简单 性 质 : 


3° 设 cpe2, 则 一 全 人 oae 了: 


4” 设 oc,pE2,a 天 士 8 以 PP 和 9 者 咏 淳于 色 整 数 使 8 十 
AoE 2 一 训 委 和 和 4) 则 6 + ho $2, 如 2 <p. 

更 进一步 我 们 有 

定理 4， 设 2 是 个 rc 系 ,ca, 6E3 了 而 0 产 土 p， 令 Key 8B》 天 
a 与 8 的 夹 角 ,那么 


cos ba, Y= Vr,e— tl,r~0, 1,2,3, 


如 果 再 设 (a, a) 和 (8, 6), 那么 当 + < 0 时， 


(8， 6) ;， 
(0, 0) 
24o B) oy 2(0, 6) 6. 
| (ge, ca) (8, 8) 
而 当 ”> 一 0 时 
24a 8) 2(0, 6) 一 0 
(a ， 0) (p, 6) 
证 。 我 们 有 


cos& == _ (eo,8) _,(%,p)., (oc,B6) 
4 《 3 8> 4 Ca. C8. 3) 2 Ca 了 Ce gy 


因 之 4cosi 《ag, 8 是 整数 .又 因 cos? 《a, 8) 二 1, 故 
4 cos’ 0, 8> = 0, 1, 2. 3. 
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风 


cos (a, B) = ; = 0, 1, 2, 3, 


因 (ay oj) 三 (B,B), 故 
2(a,B) > 2(a, B) 
(a, a) (8,8) 
于 是 当 > 关 0 时 就 有 
2(a,B) _ or, 2(&, B) (B,B) _ 
(a, a) : 
而 当 7 = 二 0 时 ,自然 有 
2(a,B) _ 2(a,B) | 
(a, 0) (B, B)» | 
定理 4 有 下 面 这 个 重要 推论 ， 
采 理 . 7 条 中 的 元 素 个 数 有 限 ， 
证 发 王 是 g 系 。 因 Z 中 任意 二 名 最 的 夹 角 竺 取 离散 值 
故 单位 球 上 的 集合 


(Sr sm 5 下 

不 能 有 极限 挟 , 因 而 是 有 限 集 。 因 之 5 是 有 限 集 , 

5 了 系 的 一 个 非 空 子 集 称 为 一 个 子 G 系 ， 如 果 这 个 子 集 也 满足 
条 件 1” 和 2. 

充 之 古 个 6 系 ， 如 录 有 Z 和 ,是 区 的 两 个 非 空 子 集 , 具有 性 
厦 : 之 一 之 U 之 2 ， 和 而且 (a, 2) 一 (0 对 任意 OK %1, a2€ Z2， 则 易 
证 这 时 怠 和 2 一 定 是 子 c 系 , 而 我 们 说 了 分 解 成 了 两 个 互相 正 
交 的 子 5 系 的 任 ， 如 了 不 可 分 解 ,就 称 卫 是 单 Ga 系 . 

定理 5。 设 9 是 牛 单 李 代数 ， 6 是 它 的 一 个 Cartan 于 代数 ， 
而 是 8 的 相应 于 9 的 根系 ， 设 4 是 两 个 非 零件 单 理想 9 和 9; 的 
直 相 ,将 0 写成 9 的 Cartan 子 代 数 册 和 9g 的 Cartan 于 代数 中 的 
起 和 ， 设 2; 是 9 的 相应 于 9 的 根系 (i 二 1, 2)，g; 的 每 一 个 根 
Qi 加 以 自然 地 看 作 定 义 在 0 上 的 线性 落 数 
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oa(H)=a(Hi), 如 H = H+ H, Hi€ 1,. 

这 样 每 个 a€ 2 都 是 3 对 于 6 的 根 , 而 且 分 解 成 了 互相 正 交 的 
子 5 了 条 Zi 和 ,的 伏 . 

证 。 先 诈 每 个 wk 了 都 是 9 对 于 的 根 。 设 Eo,& 9; 是 相应 
于 ww 的 根 向 量 (i = 1, 2), 朗 

: [Hi;, Ea,] = a(H;) Ea,. 
说 吕 E 人 5, 写 妃 王 已 十 已 2， 则 
[H, Ea,] 一 [RE 一 ww(B)Eo = a(H)Eo,. 

这 样 a 束 是 9 对 于 9 的 根 , 而 £6, 仍 是 ai 的 根 向 量 . 

其 次 证 朋 : 如 a;€ 有 2, 2€ 如, 则 (ai 02) 二 0， 我 们 有 Hs, 
0; 使 

(H;, Ha,) = ai(H;), i= 1,2, 

如 果 已 一己 十 已 CEb， 则 

(H, Ha) = (Hi, Ha) = ai(B) = (Hi), i = 1,2. 
因 之 z 

(qa, 0) = (Hs, Ha,) = a(Ha,) = 0, 

最 后 证 朋 2 = ZU ZZ, 设 a&k ,而 Bo 是 相应 于 a 的 根 向 

重 。 写 Ea 二 El 十 Ei, E1€41,， E12€ 9, 于 是 对 任意 HED, 于 有 
[已 , Ea] = wa(CB)BEa = a(H)E 十 a(H)E, 
一 [及 ,Fi 十 Ez] = [H, E] + [H, E,]. 
由 于 9 二 十 vp, 故 
[H, E;] = a(H)E;, i= 1,2. 

因 之 E,€ 9" (i == 1,2)。 由 于 9 是 一 维 的 , 故 Bi 和 E, 线性 相关 . 
由 十 9 二 9 十 92, 故 Bi 二 0 或 E, 一 0。 因此 Ba。€91 或 Es€ 9 如 
Ea€ qi, 则 ak Bi; 如 Esa€9, 卓 a€ 23, 因此 = 二 U5. 

定理 5. 设 9g 是 年 单 李 代 数 ,b 是 它 的 一 个 Cartan 子 代数 ， 
而 > 是 9 的 相应 于 的 根系 。 发 分解 成 两 个 正 交 的 子 集 1 和 
>; 的 任 ， 则 9 就 相应 地 分 解 戊 两 个 理想 8 和 9 的 站 和 ,5 相应 地 
分 解 戊 9 的 Cartan 子 代 数 由 和 下 的 Cartan 子 代数 及 的 直 和 ， 
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而 之 ; 对 b; 的 限 秽 是 9; 对 9; 的 根系 (i 二 1, 2)， 
证 .。 分 

bi 二 《HH1€0 使 得 oa) 二 0. 对 一 切 wz6E Za)， 

D0, = {BH2|H, € b 使 得 a1(H2) 一 0 ， 对 一 切 at >1}. 
我 们 队 嘻 了 == 十 有， 实际 上 ,自然 有 扩 站 有 二 {0}, 因 8 含 = 个 
和 钱 性 无 关 的 根 ， 其 次 , 因 Z 和 2; 正 交 ,起 ww 是 和 中 所 合 的 线性 
无 关 的 根 的 个 数 (i = 二 1,2), 则 二 吉 十 7 而 和 且 dim 5 一 (一 
1 ,2)， 办 此 bb 王 bh 十. 


其 次 误 
9 二 0; 十 | >， da; 已 a， da. 复 ， Ka; 是 相应 于 wa， 的 根 向 量 | ， 
人 所 | 
(i = 1,2). 


易 兄 9 是 问 量子 空间 gj 和 9; 的 直 和 ， 我 们 来 证 明 9 和 9 都 是 9 
的 理想 实际 上 , 设 HE4b, 写 于 = Hi 十 ,Hi€ ,Hi€9,, 出 
[HH,hh] = 0， 
(IH, Eo] = a(H)Ea = a(Hi)Ea 对 a € DD.) 
因此 19, gj Cg 又 如 ,BE 怠 ， 则 @ 十 BL《F2; 否则 ,如 四 十 
Bi 2, 则 从 


(6) 


(ai ai 十 Bi) = 《8 au 十 8B) 一 0 
推出 
(az 十 Bar+B) 一 0， 
村 年 m 十 有 一 0, 这 与 wa 二 有 622 相抵 钥 ， 因 此 , 如 om, B1€ 5 
而 om 十 BE2, 央 a 十 有 BE 而 且 
[Esa, Eg] = Nag Eo+p€ A, 
又 , 设 a€ 如 ,由 于 如 与 加 正 交 , 帮 一 m€ BB， 合 [ Es, E_。] 一 
大 
a Ha, ) 一 (02, al) 一 0 ， 对 一 切 wx € 之 :， 
因此 Ho ED 二 后 ,如 mE 王 .ok 划 a 十 ogZ2; 否则 ， 如 
(i 二 Gz, oa) 一 0， 因 《az ao) 和 关 0, 故 (aaz) 天 0， 
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示 为 不 可 能 。 二 十 
[FE ，E< = 0, 

这 了 刺 证 明了 9 是 9 的 理想 ， 同 理 可 刘 时 是 9 的 理想 ， 于 是 我 们 
有 9 一 9 十 9， 又 从 (6) 式 可 网 ,所 是 9 的 Cartan 子 代数 ,而 到 
对 5 的 限制 是 9 对 访 的 根系 ， 同样 ， 凡 是 和 的 Cartan 了 于 代数 ， 
而 2 对 5. 的 限制 是 9 对 by 的 根 邓 . 

定理 5 诈 华 . 

杀 理 ， 个 单 李 代 数 9 是 单 代 数 , 当 且 仅 当 8g 的 根系 工 是 单 5 


9 3. 全 单 李 代 数 的 入 构 对 根 邓 的 依赖 性 
设 5 和 SS 各 是 欧 氏 空间 RR 和 R’' 中 的 向 量 集 ， 我 从 讼 S$ 和 5 
合同 ,如 果 在 5 和 5 之 天 可 以 建立 一 个 一 一 对 应 : 
S23a— f(a)€ SS, 
使 得 z / 
(f(a), f(B)) = (a, B), 对 一 切 a, BE S. 
我 们 襄 S 和 SS 相似 ,如 果 在 5 与 $ 之 关 可 以 建立 一 个 一 一 对 应 : 
Sa f(a)€ Ss, 
使 得 
(f(a0), 1(B)) = Fla, B)、 对 一 切 a, BES. 
其 中 不 是 正 实数 ， 和 《 称 为 相似 系数 易 见 ,， 相似 系数 为 1 的 相似 
器 量 集 一 定 合 癌 . 对 于 根系 的 相似 ,我 们 有 
引 理 2， 设 是 年 单 李 代 数 9 对 于 宪 的 一 个 Cartan 子 代数 
6 的 根系 ， 再 设 2 是 生 单 李 代 数 8 对 于 它 的 一 个 Cartan 子 代数 
b 的 根系 。 如 果 卫 各 了 王 相似, 则 互 和 z 一定 合 同 , 
证 ， 我 们 有 ,对 一 切 BE 区 、 


(B,B) = > (ay 有 7 
a Et 
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4 
fa) ee 2! 
设 相 似 系 数 为 《, 姑 
(1(B), 1(B)) =— Rk(B, B) 一 大 >, (a, B), 
«aC 


2) Ula), HB) = >) kla, BY = RD (a,BY. 
a ET 4 人 2 


fla}E2’ 
因此 尺 二 1,& 二 1， 这 就 是 襄 达 与 合同. 

引 理 3. 发 9 是 征 单 李 代 数 ,b 是 它 的 一 个 Cartan 子 代 数 , 了 
是 9 对 于 9 的 根系 ， 对 a€ >, 选 Bo&《9 使 (Ec, Bs) 二 1。 如 
a 十 BB 关 0, 分 

[E., Ep] 一 NapEatp, 
于 是 
i) 如 ww,B8BEzZ 而 < 十 B 关 0, 则 
Nap = — NBga, 

让) 如 a,B,Y€2,a 二 BB 十 7 = 二 0 (这 时 襄 a,B, YY 租 成 三 

角形 ) , 则 
Nap —= Npr = Nra., 

ii) 如 &, B,y,6E€5,at+B+i+y 十 6 二 0( 这 时 膏 a,B,Yy， 

6 租 成 四 边 形 ), 而 a,B,Y,6 之 中 任意 两 个 之 和 篇 不 为 0, 则 
NapgNys + NarNsg + NasNgpr 一 0. 

iv) 设 &, BEZ,a+Bs0 分 bp, 9 为 最 大 非 负 整数 使 6 十 

&e( 一 户 委 & 魏 9) 都 是 根 , 则 


NaBlN -amB 一 一 Kap 一 一 etl) (2, &). 


于 是 Ragp 之 0 而且 如 已 知 , Rap 可 唯一 算出 . 
证 ， i 是 显然 的 ， 今 疙 人 因 m TB= 一 7y,， 故 ad 十 有 一 
定 是 根 ， 同 理 .B8 十 y,?7 十 CEZ， 从 
([Ea, Ep], Ey) + (Ep, [Es, E71])=0 
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([ Es., Esl, Ey) 一 Nap(E.y, Er) 一 Nop， 
(Ep, [Es, Er]) = Nar(Ep, Ep) = Nay 
推出 Nop 十 Nay 二 0。 再 根据 i) 有 Nap = 二 Nrce。 同 理 可 旋 Nap 一 
Ner. 
现在 来 证 道 )， 我 从 有 Jacobi 恒等式 
[Ec, [Ep, Er]]+[Ep, [Er, Fo]] 十 [Bry， [Es, Ep]] = 0. 
如 果 记 十 YE€Z, 央 a, 8 十 7y,， 6 部 属于 之 于 是 
[Esa, [Ep, Er]] 一 Var[ Ea, Epr+r] 一 NprNa,p+trEat+p+r, 
再 根据 袜 ) 就 有 
[Ea, [Ep, Erl] = NprNsaE s, (1) 
如 果 8 二 ?7《Z2, 则 [Ep, Er] 一 0 及 Nar 一 0, 所 以 这 时 (1) 式 仍 
成 立 。 于 是 有 


[ELEse，、，5yr]] = —NaNeprE-s, 
同 理 有 : 

[Ep, [Er, Ea]] = —NpsNraB-s, 

[Ey, [Es., Es]l] = ~— NrsNuapE.s, 


将 以 上 三 式 相 加 ,利用 Jacobi 恒等式 ,部 推出 填 ), 
最 后 我 们 来 起 iv)。 如 ae 十 B&2. 则 Nap 一 0 而 且 g == 0. 

此 这 时 iv) 成 了 并， 以 下 设 a 十 BE Z, 我 个 写 出 根 有 的 wa 根 链 : 

8 一 因 ea … 8 一 ap 8+a 8T+dqa 
以 Xo 表 相 应 于 根 8 一 pa 的 一 个 根 向 量 。 分 

XI 一 (ad Ea)Xo, Xi 一 (ad Ea)X1,***, 

Xi 一 (ad Esa)Xi-t, 。，， 
则 X% 是 相应 于 根 有 一 pa 十 ka 的 根 回 量 。 我 们 有 
(ad Es)Xo = 0. 

用 轨 和 锦 法 可 证 


(ad E-a) Xit1 一 + gt ph (a, a)XL. (2) 
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实际 上 , 当 A 一 一 1 时 ,(2) 式 成 立 ， 设 (2) 式 对 之 一 1 成 立 , 则 
(ad Ea X42 ad Fo ad FaX +1 
一 一 一 ad HaXktt 十 ad ap ad 已 -ak 
一 一 3 一 po 十 (有 十 L)a。 Qa) Xt 
+ ad E, K+ lg tp—k) (a, a)X, 


一 { 一 (B、 ca) 十 (人 户 一 & 一 aya) 十 
《有 二 1)Cg 十 户 一 不 ) 
十 2 (a, o)| 


Xt1 
~ {2 十 六 一 下 一 工 十 K+ gt pa, a)xin 


_ 人 (@. a)X et 


因 之 (2) 式 对 《十 工 也 斤 立 . 《2) 式 又 可 改写 作 


ad Eaad FE。X， 一 4 (a, a)X. 


特别 
ad Es ad BaX, = p44 (aaDX， 


Xp 和 Ep 顶 多 差 一 个 常数 因子 , 故 


1L5._ ,LE Esll = Up (a) Es, (3) 
但 十 
1 5E_。。[。， Ep]}) = NosN_oa+8 巨 8。 
再 根据 许 ) 


{Es, [Esa, Egll = — NagN-a ab a. (4) 
比较 (3 ),(4) 两 式 , 即 得 汤 冶 iv)， 
至 此 ,5| 理 3 完全 证 完 . 
设 9 定 咎 单 李 代数 ,8 昨 宪 的 一 个 Cartan 子 代 数 , 台 为 由 0 所 


天 
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确定 的 根系 。 对 于 每 个 xc6E 了 YY, 可 以 选 FoE9" 使 
(Ee, Ea)=1., 
同时 ,对 每 个 a&€ ,可 以 选 一 个 唯一 确定 的 日:€ 9 使 
(H, He) = a(H), 对 一 切 H ED. 
这 时 9 的 结构 公式 如 下 : 
[bp, 9] 一 0， 
[BH, Ea] = a(H)E,, 
[Esa, Es] = Hs, 
[Es, Ep] 一 NapEarp, 如 a++Bz¥0, 
我 们 知道 Ha 是 唯一 确定 的 ,但 E。 则 未 必 。 设 
Es = paks, 
其 中 po 是 非 老 复数 且 靖 足 
pn- 一 1,， 
则 浆 有 。 
。 (Ea, Ea)= 1. 
这 时 ,如 ge 十 有 B 关 0, 命 
[Eas, Ep] = Nop 巨 rp， 
那么 


Ng 一 主 - Nap, 对 一 切 a,.8563 而 < 十 B62. 
Hat+p : 


数 租 {Nap} 和 {N'p} 对 一 切 a, BE 了, 而 十 BE 如 适合 上 述 关 
系 , 其 中 pap_。 一 1, 就 称 为 等 价 . 

定理 6。 设 g 和 g 是 两 个 千 单 李 代数 ， 3 和 3 分 别 是 它们 
相应 于 各 自 的 Cartan 子 代数 和 1 的 根系 。 如 果 了 和 了 相似 ， 
则 gg 和 引 辐 构 ， 更 进一步 ,可 将 羡 和 了 之 间 的 相似 (当然 是 合同 ) 
扩展 成 g 和 9 之 寺 的 同 构 . 


Ce 


1) H, Weyl, Thevrie der Darstellung Kontinuierlicher halb-einfacher Gruppen 
durch lineare Transformationen. 1, Hl, [1, Mazh. Zeit., 23 (1925), 271— 
309; 24 (1926), 328—376; 24 (1926), 377—395. 
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赶 。 为 书写 简单 起 见 , 不 妨 设 了 = 允 ， 因 了 (及 了 ) 的 维 数 
是 多 中 线性 无 关 向 量 的 最 大 数 , 故 dim 0 一 dim 9. 
对 于 每 个 a, 有 了 唯一 确定 的 H。€ 0 和 Hs 《9 ,使 
(已 , Ha) 二 a(H)， 对 一 切 已 E5， 
(H', 已 一 CBE)。 对 一 切 妃 Eg 
对 于 每 个 a€ 2, 选 一 个 根 向 量 BE 9 和 一 个 根 向 量 BE9q ,使 
(Es, Eja)=1 及 (Es, Els) = 1. : 
这 时 9 和 9 的 千 构 会 式 分 别 为 


[bp, b] =0 [5 ,901=0 

[H, Eas] = a(H)E. [H’, E’] = a(H’)E. 

[Es, Ejs] = Ho [Es4, Esa] =H, 

[Esa, Ep] 一 NopEop \ [Eas, Es} =—= NasBatp 
(如 a 十 BB 关 0) (如 a 十 B00) 


如 果 Nap 一 Neap', 对 一 切 a, BEE 而 a 二 BB 关 0, 那 么 分 
DaaHa 十 Dy baBa—> > aaHe + >) baBEs, 
ae 了 “ED a ET a ED 
就 得 到 从 9 到 9 之 上 的 一 个 辐 构 上 映射, 且 此 同 构 映射 请 导出 了 的 
目 合同 . 
现在 我 们 证 明 , 的 确 可 以 选 E。 使 Nas 一 Nap， 为 此 ,我们 在 
> 所 属 的 欧 氏 空间 中 选 一 组 基 e1,'**, es。 利用 这 和 组 基 引 进 一 欢 
序 : xz 一 Miel 十 … 十 Xnen9) 王 如 G1 十 "十 yrens 定义 + 二 y， 
如 有 存在 使 x; 二 y; (1 二 ?有 一 了 而 x 记 yi.。 容易 验证 这 
个 欢 序 关系 适合 条 件 : 
1 ”对 于 任意 的 * 和 yxzy xz 一 ?及 过 <? 三 者 必 具 其 


2” 如 果 x>yy>z, 则 xy 二 zx。 

3” 如 果 xy>>y, 人 >>0, 则 Mx 盖 My 及 zz 十 zz 十 2 
于 是 2 中 辐 量 可 以 按 大 沾 排 成 次 序 , 先 排 小 的 ,后 排 大 的 , 如 ak> 
而 a 二 9,& 束 称 为 正 根 ; 否则 称 为 灸 根 。 我 们 对 于 正 根 顺序 数 用 
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hi 


归 秩 法 来 选取 Ea 使 Nsp 二 Nap. z 
说 P 是 一 个 固定 的 正 根 ,假设 对 于 一 切 根 a 适合 条 件 一 p 二 a 
< p 者 , 我 们 都 选 了 一 个 根 癌 量 EB。€9 使 得 (E。, EB-。) 二 1 以 及 
Na 二 Nap, 对 任意 a, B,a 十 BEEZ 及 
— p<a,B,atrB<= po, 
如 P 不 能 分 解 成 p = 二) 十 8 而 一 p 二 7Y,， 6 二 p， 虽 任 选 根 向 量 
Ep 和 BE-.p 使 (Ep,E-p) 一 1， 如 PP 有 一 和 神 方 法 分 解 成 p 一 7 十 6 
而 一 625<y,G<p, 则 利用 
[Ey, Es] 一 TrysEo (5) 
来 选取 Ep, 再 唯一 确定 Ep 使 (EB。,， EB-。) 二 1， 我们 要 证 朋 
Nes 一 Nap, 对 任 瘟 ee, B, a 二 BEF, 而 一 p 志 a,B， 
a 十 B 志 p. 分 以 下 几 步 来 证 明 , 
1) 一 p 二 a, B,a +B 一 p, 这 时 根据 归 策 假设 有 Nsp 二 Nap. 
2) 一 p 二 a, 8 一 pa 二 8B=-p， 如 p 的 分 解 p 一 ac 十 5， 
郎 o 一 7 十 6。 根据 Bo 的 选 法 ,由 (5) 就 有 Neops= 一 Nep。 设 p 二 a 十 
B, 而 不 是 p 一 7 十 6,， 则 wx 十 8 十 (一 ?7) 十 (一 0) 一 0， 妇 a， 
B, 一 7, 一 6 租 成 一 个 四 边 形 ，。 于 是 根据 3 引 理 3 之 十) 就 有 
NapBN-r,~8 一 一 Na-rV-sp ~ Na,-el\p,—7, 
NeoeN-r-5 一 一 No-rNV-ap 一 Ne-sVp,-y， 

意 从 0 天, 7 二 p 推 出 一 p< 二 a 一 7 二 pp, 同 理 有 一 p 二 一 6， 
B, B-—éd<p, ~—po<a,—6, a—~6<p, —p<=Bb,—y, 
B 一 7 二 p， 因 此 根据 归 和 续 假 座 有 : 

Ne 一 Na,r, Ns,p 一 Ns,p, 
Na = Na, ss Np, 一 Ms-ry， 
所 以 
NagN-_r,-s 一 NipN r,s, (6) 
但 是 从 Nrs 二 Nys 及 引 理 3 之 iy) 推出 Ny-s 一 N-r -as ， 于 是 从 
(6 ) 式 推出 Nap 一 Np， 
3) —p a,B=p,at+B= 一 p. 这 时 p 二 (一 a) 十 (一 B) 
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而 一 < 一 as， 一 6 一 p, 于 是 根据 2) 有 N_a。-pg 二 N-a-sp。 再 
根据 引 理 3 之 iv) 推出 Nap 一 Np， 

4) pa,B,a+B 达 po， 这 时 a 十 BB 十 (一 a 一 B) 一 0， 
因此 在 a, BB， 一 a 一 有 8 这 三 个 根 中 顶 和 多 有 一 个 等 于 土 p。， 那么 ， 
利用 引 理 3 之 1) 可 将 这 情形 化 归 已 讨论 过 的 情形 ， 

这 样 , 定 理 6 就 完全 证 明了 .， 

下 面 的 定理 可 看 作 是 定理 6 的 逆 , 它 是 第 三 章 定 理 6 (Cartan 
子 代 数 的 共 翰 性 ) 的 直接 推论 . 

定理 7?。 设 8 是 牛 单 李 代数 , b, ! 是 宅 的 两 个 Cartan 子 代 
数 . 而 三 各 三 分 别 是 9 相应 于 9 和 $ 的 根系 , 则 了 习 与 2 合同 ， 换 
谨 之 , 千 单 李 代 数 的 根系 在 合同 的 意义 下 由 代数 本 身 所 确定 ,而 不 
依赖 于 Cartan 子 代 数 的 选取 ;或 具 不 合同 的 根 双 的 千 单 李 代 数 一 
定 不 同 构 , 

证 。 根据 第 三 章 定理 6,9 有 自 同 构 o 使 so(b) ==b, 设 a 是 
9 相对 于 4 的 一 个 根 , 序 有 根 向 量 5。 使 

[HH, Ea] 一 a(H)E。， 对 一 切 HEb, 

将 上 式 双 方 作 用 5 之 后 得 

Lo(H), caGCEo)] = a(H)o( Bs), 对 一 切 H ED,. 
定义 上 的 一 个 线性 范 数 
z a'(H')=alo (HH)), H €y, 
划 有 

[LE ol(Ea)] =a(H)ol BE), 对 一 切 H ED. 
这 表 阴 a 是 8 相对 于 『 的 一 个 根 ， 于 是 5 诱导 出 从 5 了 到 5 的 一 
个 映射 , 仍 记 作 o: 

公 一 > C 
因 > 和 > 有 相同 的 个 数 , 故 这 个 映射 是 一 一 的 ， 
将 wkE 芝 族人 5 得 已 。 邵 
(H. Hi) = al(H) 对 一 切 H €b. 

于 是 根据 z 保持 Killing 型 这 一 性 质 , 待 
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(go(H), o(Ha)) = a(H)， 对 一 切 HED. 
记 ol 日 ) = 一 BH', 则 有 
(Ca .ol(Hs)) =a(H), 对 一 切 H'€h. 
因此 如 将 a €z 柑 和 信和 得 Hs, 上 则 有 Ha, 二 o(Ha)， 于 是 , 如 a. 
BE 之 . 出 
(ola). o(B)) = (Hota, Hetp)) 一 (CH ol( Hg)) 
= (He, Hg) = (a, B). 
这 证 明了 og 是 将 三 映 到 这 之 上 的 合同 ， 
为 了 以 后 的 需要 .我 们 施 明 
定理 8?。 在 千 单 李 代 数 9 中 可 以 选取 根 向 量 巨 。 活 合 
(Ea. Ea)= 1 
而 使 精 构 芝 数 Nap 是 非 零 实数 (对 cx 二 BE 3) 是 满足 


Nap 一 —N-ap, 


tin 


于 
Nig = Ron 一 pn (a. a)>0. 


这 样 ,可 选取 Es 使 Was 由 根系 2 瞧 一 确定 ， 
证 。 9 的 根系 3 有 自 合同 ; 
a-—>a 一 一 忆 
对 每 一 a 可 选 根 问 量 Yo 二 一 5_- 使 
(Yu, Ya) = (Bs, Ea) 一 1 

全 

[Ye Yp] = Nap Yowip, 对 G+ Bz 0, 
中] 

Nevp 一 一 N-a,-p 对 a 二 Bz 0. 

根据 定理 6， 对 每 个 a 可 选 jo 使 jap-sa 二 1， 而 以 Zo 一 aa。 代 
Ea 之 后 有 


1) 见 3 页 脚注 ， 
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17Z。 Za] = 二 一 Na_pZorp 对 a 十 p00, 
这 样 一 来 ， 
— Na 8 — LEB Nag 对 a+ BEY. 
Hat+B 


时 六 一 V ke 并 固定 其 符号 使 名 Vs。 一 1。 合 Fo。 一 feEa， 而 
[Fe Fp] = NapFoasp. 旭 a 十 吕 关 0， 则 当 wa 十 BEZ2 时 ， 


Neg 一 Halip Ny, B85 二 Habp FatB N-. GB 
Hat+B : Ha+B PapB 
= EF- EB IN a,—B = —N_e.p, 
z MH—a,—B 


于 是 
N?p = 一 NeN-- -B= Kug 一 p+ D) (a, a). 


这 了 驶 证 明了 定理 8， 

最 后 我 们 给 出 以 下 定义 ， 设 g 是 个 个 单 李 代 数 而 ! 是 它 的 一 
个 Cartan 子 代数 ,> 是 宅 的 根系 ， 设 避 ,"……, 昌 , 是 的 任意 一 
租 基 , 并 假定 对 于 每 个 根 a, 有 根 间 量 E。 存在 ,使 (Es。, E.s)= 二 1 
以 及 Nap 一 一 N_o,-p 《注意 这 时 Nzp 一 定 是 实数 )， 则 {Hi,，………， 
已; Ea,、 a《 2} 就 称 为 8 的 一 组 Weyl 基 ， 定 理 8 有 以 下 直接 推 
葵 ， 

邓 理 . 盾 单 李 代数 一 定 有 Weyl 基 存 在 ， 

复生 单 李 代数 的 Weyl 基 对 于 以 后 讨论 它 的 紧 致 实 形 很 重 
要 , 


$4. 题 型 李 代 数 的 根 际 
先 研 究 4。。 分 避 二 十 1， 我 们 知道 
9 = 1 > > A; 一 o 


是 4, 的 一 个 Cartan 子 代数 。 4, 相应 于 0 的 根系 (A,) 是 
Ai-—— A 71 和 RR 11,kSm, 
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[ee | 


这 一 共有 m(m 一 1) = 二 mr 一 m 个 ， 相应 于 根 必 一 入 的 根 向 量 
是 Et， 我 们 来 计算 4, 的 Killing 型 对 的 限制 ， 我 们 选取 
Exx 天 & 1 和 i, 诛 扩 mm) 及 9 的 一 组 基 的 并 作为 4, 的 一 往 
基 , 寸 碟 


(Has 五。 = >， (3; 一 Mr) ps HA 
k= 
一 2 (CA tT Melee 一 AP 一 Ai 
1! 


= 2(m— 1) Dn —2 3 
iskR=|1 
fF 让 上 帮 


全 
1 k=1 一 1 


二 二 1 
一 2Zm 2 人 Ai (1) 
f 一 了 
特别 
《 妃 1 Hi...2,) = 2 人 >， 人 3 
一 | 


我 们 要 将 根 人 一 从 嵌入 18, 部 在 8 中 寻求 一 元 素 妃 。 使 
(Hai. Hi ) 一 人; — ks ( 2) 


对 任意 已 《9， 邹 对 任意 1，…. , hw 适合 条 件 > , 1 一 0 者 . 
1 
由 (1) 及 (2) 得 


277 3 和 人 .1 一 人 ; 一 Xp, 


| 


对 任意 1:，. … , 1。 适合 条 件 >， 2; 一 0， 这 时 一 定 有 
1 
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ii T= de 


c+ 对 一 :， 
全 < 一 二 对 ss 二胡， 
c 对 5s 了 才 2 ， 


而 < 为 某 一 常数 ， 又 因 了》 jp, 一 0, 故 c = 4 因此 
1 


了 工 对 了 一 六 
272 

B= 对 了 一 有。 
2733 


0 对 了 和 天 7 多 
这 样 ,如 将 与 8 广 为 闻 一 ,就 有 


A; 一 人 一 一 (E;; 一 五 人 7)。 
2 
根 的 长 度 的 平方 
2 
(a; AA， 4i 一 人 ) 一 (二 (EE,; 本 Erk, 万 中 一 Ekk) 


和 如] 以 e; 二 Esl 一 1,…, 轨 ) 作为 2 十 1 维 欧 氏 空 间 的 


1 
(ei, ei;) 一 | 
27n 


于 是 D, 由 一 切 疝 量 
> Miei (e 实 ， > i 一 0 ) 
1 i 
和 组成, 面 4; 的 根系 (4;) 可 记 作 


14ei 一 exk, z 天 8R 一 工 人 
再 研究 B,， 分 吏 二 2n 十 1 我们 知道 
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| 0 | 0 | 0 
| 
2: 0 
0 i 0 
b = Hi = 0 人 ， 
一 ) 0 
0 0 和 于 
0 一人， 


是 8 的 一 个 Cartan 子 代数 ， 相 应 的 根系 3(B,) 是 
+t 和 二 Ai 二) 和 土 h%;， (一 1 ,12), 
我 们 计算 
CE， Ho) 
一 六 (+N+M) (tpt pa) + DD) (+)(+p) 


i <h 

= > {Git Mp pe) + Gi — Mp — pr) 
i <k 
十 《一 和 十 Xe)( 一 pj; 十 pk) 十 
十 《一 和 一 Me)(—pi — pre)! 


十 > {Mips 十 (一 人 儿 一 应 儿 


一 2》 {Ci + Mp + px) + Chi — Mp — px))} 


i < 友 
二 2》 Ne, 
1 


2 2) Qips 十 和 十 和 Pi 十 AR 十 Msp 


i < 尽 灵 


| 


一 Ai 一 Mkps + AkUk) 十 2 > 人 
1 


= 4 Cipit hpe) + 2 DH, hp 
} 


i < 
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pp hr Er 


一 4(7n — 1) > 人 十 2 > 人 
1 1 


一 (472 一 2) bb 人 Pr 
i 


特别 


(Haan Hain ) = (4n— 2) > A 


我 们 要 将 根 土 A; 土 及 土 ; 姥 人 5， 首先 在 5 中 寻求 一 元 素 
Hi 使 
(Haans Hns) = hi + Mr, 
这 婴 求 


《472 一 2) >, Asbs 一 di 十 人， 对 一 切 4，…… 人。 
1 


因此 
i . 
一 上 、R。 
0 5 天 2 ，A 
如 将 by 与 禹 为 同一 ,并 记 
0 0 0 
pH,=|o E, 0 | 
0 0 一 乙 pr 
则 
1 
A 十 A。 一 (HH; 二 日 » 
4n— 2 天) 
同 理 
士 人 ; 士 A% 一 ( 土 H;+Hi), 
丰产 一 2 
1 
士 人 ; 人 ( 土 H,) 
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根 的 长 度 的 平方 
2 
( 土 A 圭 A 土 人 十 1 ) 一 ( 1 -) (+H;+H,, +H,iH:) 
a 
1 ) \ , 1 
— | (42 — 2)2 = 
\47 一 2 人 2zz 一 二 
( 土 4;, 土 4;) =- 4 〈《 士 刀 ， 土 已;) 
4 一 2 
1 ) 1 
一 - 4 a 2 -一 和 , 
= 一 2 ( " ) 47 -一 2 


如 以 e 一 - - H; (1 和; 之 x) 作为 * 礁 欧 氏 空间 的 一 


正 交 基 , 于 古 


1 
(ce;， ei) 一 4 一 7 


于 是 9 由 一 切 问 量 
>, Kies (pi 实 ) 
1 . 
租 成 。B, 的 根系 2(B,) 可 记 作 


{ 土 ej 土 ex， 二 eis? 二 hi,R = 1,.-... ,7}, 


注意 Bi 的 根系 是 { 土 e1}, 而 


1 1 
el， 一 下 一 cl， 一 el) 一 . 二 一 - 
(ely e1) ( 1 1) tn 2 7 ， 
1 1 
(o 一 和 一 一 一 一 一 一 一 
“1 1) 47 一 2? 2 
回忆 .4 的 根系 是 tei 一 CE2 lc2 人 人 cl} 而 
1 
(a1— ee — ee) = (ee,0— ea)== +, 
12 2 
(oa 一 oo 一 co 一 一 二 ， 
2 


所 以 41 和 8B; 有 合同 的 根 了 系 , 因 此 41i 和 B, 同 构 ， 
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上 骨 研 究 D,(n 之 2)， 分 避 二 2n, 我 们 知道 


| A / 
) 

| A 
bo = Hi =| 一 一 一 一 
0 : 
一 人 ， 


| 
是 DD, 的 一 个 Cartan 子 代 数 。， 相 应 的 根系 5(D,) 是 
士 人 士 人 A 4 一 Ri 一 1 上， 


我 们 计算 
(Cranerwa) 一 之 (hth)( +t pr) 
i 上 R 
= 2 5 {0 + Mp + pa) + Qs — hp ~ pi) 
i 


= 4 >, Mips + Mepr) 


1 


rr 


一 (47 一 4) >》 人 Li。 
1 


特别 


(By ED) 一 (4 一 4) >) 
I 


我 们 要 将 根 土 A; 士 A 幅 八 b， 在 了 中 导 求 一 元 素 只,.…。 使 
(Hi Hpn) -一 十 人 士 人 ， 


( 47 一 4 ) 人 人 ,1 士 人; 士 人 5。 
1 


因此 
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所 以 如 将 大 与 i 税 为 同一 ,并 访 


极 的 长 度 的 平方 


2 
( 土 A 土 A4, 土 Ay 土 A4) 一 (一 一 ( 土 H; 土 Hi, 土 H; 圭 Hi) 


) 
一 人 ! ) (44—4).2= L 
47 一 4 2 


响 
/ 12 一 芯 


如 以 s 一 一 一 Hi (1 <<+ < w) 作为 ”区 欧 拱 容 关 的 一 和 


1 
e;, 6i) 一 
\ 47 一 才 


于 是 b 下 一 切 向 莉 
>, ici (ps 实 ) 
和 组成, D; 的 根系 2(D,) 可 记 作 


{ 土 ej; 土 ek， z < 过， ? ， k 一 1 ， 7} 
注重 ZCD2 ) 一 { 土 el 土 ez}， 而 


1 1 
士 ec; 十 ev。 十 cl 土 ez) 一 = 一 
《 士 cl 士 ce， 1 土 22 7 2 > ， 
1 
(te 

1 
《el 一 es, 一 el 十 cz) 一 2 


( 士 el 士 e>， 士 ei 干 cy ) 一 6 ， 


所 以 3CD2) 分 解 成 两 个 互相 正 交 的 子 系 的 任 : 
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2(D,) 一 ‘ei 十 62， 一 61 一 cj Ut{e1 一 c2 一 el 十 czj ， 
其 中 每 一 个 子 G 系 都 与 4 的 根系 合同 ,所 以 D: 兰 4 十 4 
饼 守 Cs 我们 知道 


全 


一 入 
0 » 


时 


一 人 


古 C; 的 一 个 Cartan 子 代数 。 相应 的 根系 2(C,) 是 土 *%; 土 A 和 
土 24; (i 天 Ri 一 1，-…，2)， 计算 

《已 Hn) 
Dy (thtM CEpt pr) + D2) C+24)(+2p) 


7 上 


| 


2 > {C+ ADC 十 pr) 


上 


十 (hihi) (pi ue)} + 8 2 A 人 ;Pi 


一 4 > (CAMip; 二 人 KR ) 十 >》, 人 
1 二 大 
一 4(P 一 1) oO Nnt+ 8 ,Np 
1 一 1 1 
= 4(n + 1) 2 Np 
1 
特别 


(Hats Haas ) 一 一 ( 47 十 4) > 人 7 
i 


我 们 要 将 根 土 4; 圭 Xi 及 士 2 人 ;给 入 5 由 
(Hi,.i3p) Hp) 一 十 A; 土 人 Ak 或 + 24; 
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得 


(4z 十 4) > Xp 一 土 h 土 和 或 土 24, 对 一 切入 …… 
1 


因素 ,对 于 土生 土 和 x 
z 1 . 
士 一 
Ls 一 47 十 和 4 "%， 
0 5 AF 1 Rs 
十 人; 士 类 克 
而 为 于 十 24， 
| 士 l 一? 
1, 一 272 十 2 
0 $Y 
| 土 22， 


于 是 ,如 将 与 % 税 为 同一 ,并 记 


由 
1 
‘4 6 
+24 = 一 二 (+2H;). 
472 十 4 
根 的 疾 度 的 平方 , 
( 士 Aj; 土 A, 土 A; 土 A%) 一 ( ! | ( 圭 H;t Hi, 土 H; + 昌 %) 
47 十 玫 
2 
= (一 二 一) (4 十 4),， 2 一 < ， 
47 十 4 47 十 4 
2 
47 二 4 
/ 2 
= (一 一 ) (4 + 4).4= 一 
47 十 人 47n 十 人 


1 
如 分 ei 二 一 一 一 日 ;， 则 
De 47 十 4 
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1 
(ei, ei) 和 4 
而 ol，*… , es 生成 一 个 # 维 欧 氏 空间 。C; 的 根系 区 Co。) 是 
{reter i hh, +t2e 1,R=1, ,7), 
可 仿照 证 明 Ai 与 Bi 同 构 的 方法 , 证 明 (41) 与 (CW) 合 
同 , 于 是 推出 A441 与 C1 同 构 , 


第 六 章 ” 御 单 李 代 数 的 基础 根系 与 Wey! 重 


$ 1. 基础 根系 与 素 根 系 


设 2 是 个 o 系 .ZZ 中 的 一 组 癌 量 IT = tm， 2z,，**, 0n1 称 为 
> 的 一 个 基础 向 量 又 ,如果 以 下 二 条 件 成 立 : 

1 ” a, 02，'"* ,0 线性 无 关 ; 

2” 任 一 a& 器 可 表 作 

0 一 elma 十 mm 十 和。 十 m0n), 

其 中 s = 土 1, 而 za, pz ,ma 都 是 非 负 整数 。 特别 ， 生 单 李 
代数 的 根系 的 一 个 基础 品 量 系 称 为 宅 的 一 个 基础 根系 , 

识 芽 是 6 系 Z 的 一 个 基础 品 量 系 , 上 则 I 有 以 下 性 盾 : 

3” 设 c, BEII 而 a 六 BB, 则 

(a, B) < 0, 


2(B,a) a 2(a, 有) 

证 。 根据 系 的 基础 向 量 系 的 性 持 2 知 , 8 一 at， 如果 
以 和 94 表 最 大 非 鱼 整数 使 5 十 ka 6 王八 一 pp 友和) 划 训 一 0， 
因 王 是 6 服 , 故 

4B (gp)— —g<o, 
(a, a) 


z ! 2(c B) 
<0. 由 | 一 -一 一 一 安 0. 
因此 (B, a) 由 涉 也 推 册 (B, BY 


下 看 的 定理 肯定 了 任 一 o 系 丝 有 基础 向 量 系 存 在 , 
定理 1. 设 是 个 6 了 系 ， 于 是 可 以 在 2 中 取出 线性 无 关 的 
子 集 1 = ta ww， ,Gn}, 使 它 满足 以 下 条 件 : 


1) 邓 金 ,中 单纯 李 氏 代数 的 精 构 ,科学 出 版 社 , 北京 ;1954。 
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i) 如 a, BE 而 a 关 B, 央 


(a, B) < 0, (1) 
2(a, 2(a, B) 2(a, 2(a, B) 和 
因 之 ， Co 和 C8 8) 都 是 非 下 的 整数 , 
计 ) 任 一 a 《5 上 圭 可 写成 
a = e(mia 十 十 mtn), (2) 


其 中 8 二 土 1, 而 oz， ,zm 都 是 非 负 整数 , 
证 。 设 属 于 r 稚 欧 拓 空间 R”。 在 R” 中 选 定 一 和 组 基 ei， 
ce， em。 利用 这 租 基 ， 我 们 可 以 在 R” 中 确定 一 个 次 序 ， 如 
Y 一 de 十 十 apemny yy 一 Decl 十 … 十 Deni 和 定义 上 DY 如 
有 下 整数 存在 ,使 
a = by a by, Ag = be, Magri > bkty, 
如 x > 0, 旧称 * 为 正 疝 量 ; 如 x < 0, 旧称 x 为 负 向 量 . 
我 们 先 证 明 
引 理 1。 cc 系 荆 中 满足 条 件 
(xXjs wxkt)<s0， 1 天 丰 (3) 
的 正 回 量 x ,x+;，*** ,xy 一 定 线 性 无 关 . 
证 。 我 们 用 反 诈 法 来 起 明 。 假 定 习 ,xp 线性 相关 ,那么 
适当 收 变 它们 的 灾 序 , 吏 有 关系 式 
p—1 


Xp 一 六 人 ;Xi 
=1 


成 立 ， 将 这 个 关系 式 收 写 戌 
一 hx; BN,, 
其 中 具 正 双 数 人 0 大 在 已 中 , 具 负 系数 2; 的 项 归 在 了 中. 命 
y= Nx, 2 = 3 hx;, 
于 是 就 有 xp 一 y 十 sg。 因为 xp 二 0,x< 委 0, 故 y 关 0,y 二 0 下 
于 条 件 (3), 我 们 有 (y, z) 之 0。 因 此 
(xps 7y) = (yy) + (zx, y) > 0, 
但 是 另 一 方面 , 仍 根据 (3), 又 有 
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(xp y) = 2 M(xp, i) SE 0. 

这 是 一 个 逆 盾 ， 因此 1， “*"*s%p 一 定 线 性 无 关 ， 

我 们 炎 续 来 证 明定 理 1。 假如 中 有 一 个 正 向 量 不 能 分 解 成 
之 中 两 个 正 回 量 之 和 ， 我 们 融 称 之 为 一 个 素 向 量 。 我 们 以 芽 = 
tq1，'"* ,Qn} 表示 中 所 有 迷 向 量 的 集合 ,， 称 为 素 向 量 系 .。 我 们 
来 证 明 II 适合 定理 1 中 之 性 质 记 和 这) 

= 2(a, B) = 2(a, B) 

设 c,86EII,ac 送 8， 如 (ec, 8) 二 0,. 则 Ca a) 和 (BB) 
都 是 下 整数. 于 是 根据 6 系 的 性 质 2” 知 , B 一 a 《和 a 一 BE 
B 一 a 和 a 一 B 中 一 定 有 一 个 是 正 向 量 , 设 g = 二 hb--a 是 正 向 量 ， 
则 B= 二 9 十 a, 这 与 Bo 是 来 同 量 的 假设 相 韦 。 同 样 a 一 B 也 不 能 
是 正 问 量 ,因此 一 定 有 (a, B) 委 0. 更 由 此 根据 引 理 1 推出 , 王 中 
向 量 一 定 线 性 无 关 . : 

其 次 来 普 明 II 具有 性 质 计 )， 王 中 的 向 量 个 数 是 有 限 的 .因而 
正 同 量 的 个 数 也 是 有 限 的 ， 将 全体 正 向 量 按 大 小 排列 超 来 , 小 的 
排 在 大 的 前 面 。 我 们 向 正 向 量 的 排列 次 序数 施 归 抽 法 来 证 明 (2) 
式 成 立 , 但 其 中 。 = 二 1。 设 a 是 个 下 向 量 ， 如 果 & 是 来 向 量 ， 则 
a 一 0 对 某 个 *)。 如 果 w 不 是 素 向 量 , 则 wx 王 B 十 y,8,7y6EZ， 
有 一 0,7y>0. 由 于 wa> 有 8, ac>Yy, 根据 归 生 法 假发 B 和 7 此 可 
表 成 素 向 量 的 非 旬 整数 系数 的 线性 组 合 ， 将 写 们 的 表达 式 代 大 
0 二 和 B 十 7Y, 即 得 出 a 可 表 成 (2) 的 形状 而 s = 1， 如 a 是 负 向 量 ， 
划一 a>0, 因 之 一 < 可 表 成 (2) 的 形状 而 s = 1, 于 是 < 可 表 成 
(2) 的 形状 而 s == 一 1， 这 样 定理 1 就 证 明了 ， 

由 定理 1 立 得 

和 柔 理 .在 ac 系 卫 所 属 的 欧 氏 容 间 中 引进 一 个 次 序 之 后 ,了 工 的 
一 个 素 向 量 系 就 是 了 的 一 个 基础 向 量 系 . 

自然 ， 之 所 属 的 欧 氏 空间 中 的 不 同 的 砍 序 可 以 给 出 不 同 的 素 
辣 量 系 ( 因 而 不 同 的 基础 向 量 系 ) ,也 可 以 给 出 局 一 素 向 量 系 (因而 
同一 基础 问 量 系 )。 反 之 ,我 们 有 
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定理 1。 设 开 是 o 系 的 一 个 基础 则 量 系 ， 基 可 在 2 所 属 
的 欧 氏 空间 中 引进 一 个 次 序 , 使 这 个 次 序 所 定 的 2 的 素 癌 量 系 恰 
十 下 ， 
证 。 规 开 一 ta om， …， Co ， 于 是 可 设 2 属于 由 a1, az， 
" ,Un 所 张 成 的 2 稚 欧 天空 闻 R*"， 而 wa ao 十 R” 的 一 
租 基 .利用 基 a1, ;，***, a 来 规定 R” 中 的 次 序 : 如 x 一 aiai 十 
dz Ty = 0 十 bot 十， 十 bw0w, 规定 x  y, 如 
有 正 整 数 存在 使 


ai = bi, 42 = 6 ,a = br arr > ber, 
在 此 次 序 下 ,号 中 的 一 个 向 量 B 是 正 向 量 当 且 仅 当 B 一 > mg, 
其 中 m; 是 不 全 为 0 的 非 负 整 数 , 设 a 一 B 十 Y,B 宇 0,Y 之 0. 有 
B= 5 wa 7 — Dy om 而 wy mw 此 是 非 负 整数 ， 将 B 和 7 


的 表达 式 代入 a; 二 BB 十 7 束 有 a = 3 (mi 十 ni;)0. O01, 02, 
j=1 


oo 线性 无 关 , 故 1 十 1 二 0 当 7 妆 i 时 ,而 ;十 2; 二 1， 
此 当 7 兰 了 时 ,zz 一 用 一 0 而 zx 一 To 一 0 隐 1 一 0) 凤 一 工 . 
于 是 BB 二 a 而 Y= 三 0, 或 B= 二 0 而 7 二 a。 这 证 明了 a; 是 素 向 
量 ， 因此 II 是 素 癌 量 系 .这 让 明了 定理 工 . 

定理 2.。 由 Ga 系 开 的 基础 问 量 系 开 可 以 唯一 地 决定 出 习 自 
号 , 即 利用 工 的 度量 性 质 吕 以 求 出 哪些 线性 组 合 (2) 是 中 的 向 
量 ， 因 此 ,具有 相同 的 (或 合同 的 ,或 相似 的 ) 基 础 向 量 系 的 5 有 一 
定 相 同 ( 或 合同 ,或 相似 ). 

证 。 设 I= ta mz, …，aoj 是 的 一 个 基础 向 量 季 ,上 则 3 
属于 由 ail, @2,， …… ，a 所 张 成 的 : 维 欧 拱 空 央 R” 凡 a au 
作为 R? 的 一 租 基 而 决定 出 R" 的 一 个 次 序 , 以 21+ 表示 正 问 量 的 全 
体 ， 以 Zn(w 是 正 上 整数 ) 表 ZZ; 中 sa， ,0 的 满足 条 件 0 一 
1 十 2 十 "十 mx 全 mp 的 具 非 负 整 系数 的 线性 租 合 ma 十 
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p02 十 … 十 poaw 的 全 体 , 于 是 有 
DC 

我 们 用 归 秽 法 永明 了 (m 二 1, 2，*…*) 可 以 依次 由 I 险 一 地 作 
出 ， 

首先 2 二 条, 因 些 如 可 以 由 了 开 作 出 ， 现 在 设 Z, 已 经 作出 。 
我 们 先 证 明 3 NB3。 中 每 一 个 向 量 Y 此 可 家 成 Y 一 B 十 wa， 而 
BEzZn, a€H 由 于 ‘a, 02，'*"*, az，Y1 线性 相关 , 故 根据 引 理 1， 
一 定 有 i 存在 使 人 yw) 二 0 根据 5 和 有 系 的 性 质 2 ,8 一 7 一 
a € 史 ，B 不 可 能 是 负 向 量 , 否则 wm 一 7 十 (一 8) 是 两 个 正 向 量 
之 和 ， 于 是 BE >,， 这 吏 证 明了 我 们 要 证 的 剖 实 ， 

因为 3; 已 轻 作 出 ,所 以 对 任意 BE 35, 和 a€1Il,B— jali 二 
1, 2,.… ) 是 否 属于 了 的 前 题 已 经 知 道 。 因此 可 以 求 出 最 大 非 货 


整数 Pp 使 B 一 jia€ 2(i 二 0,1, 2,……，j)， 于 是 可 算出 9 一 zt 一 


2 如 了 > 0, 我 们 就 知道 B + a 《Fors 否 旭 有 8 十 晓 Zr。 
这 样 我 们 束 作 出 了 之 + 

因此 ,我们 可 以 从 11, 利用 它 的 度量 性 盾 作 出 2+， 因 而 也 作 
出 了 ZZ， 于 是 和 这 由 芒 的 度量 性 厦 唯 一 确定 . 

柔 理 ， 如 果 两 个 衬 单 李 代 数 的 基础 根系 合同 (或 相似 ) ,那么 
这 两 个 李 代 数 一 定 同 构 . 

赶 . 这 是 上 面 定理 2 以 及 第 五 章 定理 6 的 直接 推荐 ， 

我 个 还 可 以 仿照 第 五 章 定 理 6 的 证 朋 方 法 ， 证 月 下 面 这 个 较 
可 的 千 果 . / 

定理 3， 训 9 和 9 是 两 个 个 单 李 代 数 ，! 和 9 分别 是 它们 的 
Cartan 子 代 数 , > 和 分 别 是 宅 们 (相对 于 9 和 和 ) 的 根系 ， 而 
II 一 ta oa … 0r} 和 1 二 {as %， ,Qa} 分 别 是 它们 的 基 
础 根系， 性 

a—>a (一 工 2,***. ,72) 


是 I 工 和 开间 的 一 个 合 园 , 即 
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(ai 4) 一 (aiy ag), (is, R= 1,2,...,7). 
那么 任 管 欠 出 两 组 根 向 量 Esra, 《8%i，E4a €9t"i(i 二 1, 2 
n)。 如 果 它 们 适合 关系 
(Ea,, Eo,) =—=1, (E,,E,)=1, 
财 , 羽 有 一 个 :而 且 仅 有 一 个 将 5 了 映 上 g 的 同 构 映射 f 使 
KEaop) 一 E's 全 一 1 2 yo) (4) 

证 。 先 臣 f 的 唯一 和 性. 我们 有 
[Ea,, Eas]—=Ho,, LE.,, E_,,] 一 H,,， (i=1,2,.** ,7). 
因此 , 由 (4) 导 出 Ho,) 一 H,,. 因 He,(i 二 1,2,*"…*, 1) 线性 地 
生成 8, 故 8 中 任 一 元 梁 的 保 都 由 条 件 (4) 唯 一 确定 ， 

我 们 在 bo 中 引进 一 个 次序 ， 使 Os O02 ”> Uy 是 相对 于 这 个 
次 序 的 素 根 系 .， 这 样 卫 中 的 根 束 排 成 了 一 个 一 定 的 次 序 . 我们 向 
Zz 中 的 正 根 的 排列 溢 序 施 归 秩 法 米 证 明 , 对 和 任 一 a € >;，9*” 中 任 
一 元 素 的 象 由 条 件 《4) 唯一 确定 ， 设 对 于 一 其 p6Ez2+ 而 p < 到 a， 
9+? 中 任 一 元 素 的 象 由 条 件 (4) 叭 一 确定 .如 时 a 是 一 个 素 根 ,自然 
9 中 任 一 元 来 的 象 由 条 件 (4) 唯 一 确定 . 设 & 不 是 素 根 , 则 < 有 分 
解 a==B 十 Y, 0 二 B,Y 一 ac 根据 归 和 铁 法 假设 , 9+f, 9t 中 任 一 元 
来 的 象 此 由 条 件 (4) 唯一 确定 .但 9+" 一 [9*?, 9g*"], 故 9+ 中 任 
一 元 素 的 象 也 电 条 件 (4) 唯 一 确定 ， 这 吏 证 明了 三 的 唯一 性 ， 

其 次 , 仿照 第 五 章 定 理 6 的 证 明 方 法 来 族 明 的 存在 性 . 首 
先 我 们 注意 , 当 工 与 1 合同 时 ,根据 定理 2, > 和 ZZ 也 合同 ,而 
且 开 与 开 有 的 合同 可 扩 为 2 与 间 的 合同 . 记 a€《Z 在 此 扩 励 
了 的 合同 之 下 的 象 为 a 。 对 任 一 a 《>, a&I1， 也 选取 根 同 量 Bz。 
《39-“ 使 

(Eas, Ej-a) = 1, 
设 a,BEZ,a 志 土 B, 分 
[Eas, Ep] 一 Na,sBatg, 

关 题 在 于 证 明 : 对 任 一 a 《2 而 okH， 可 选取 根 向 量 Bia' Cg 
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使 
(Ea, Ea)= 1, 
而 且 当 ,BP EF,a 半 土 B 时 ,有 
[ Eas, Eg] 一 NaepEastp’, 
这 样 豆 和 第 五 章 定理 6 一 样 导 出 


庆 


DD aH 十 >) pc。 一 Pon, + 2) baB', 


i=1 a ED ’ a EZ 
是 将 8 映 到 g 之 上 的 适合 条 件 (4) 的 同 构 映射 
仍 在 和 中 规定 一 个 次 序 使 I 为 素 根 系 , 则 相应 地 px* 中 有 一 
次 序 而 I 为 素 根 系 ， 
设 p' 是 2 中 一 个 周 定 的 正 根 。 假设 对 一 切 根 w 适合 条 件 
一 p 二 a < 二 po 者 ,我 们 都 选取 了 根 向 量 Eo 《9 使 得 (Ei， 
Ewa) 一 工 以 及 
[Es,。 Eg] 二 NapEn1i+ps， 对 任意 a， Be 十 BEZY 
而 一 2D<cy,p8,c 十 8 一 po， 
如 p' 是 一 个 来 根 ， 设 p' 一 地, 就 取 B4o 一 B4o。 如 p' 不 是 率 
根 , 则 p 有 分 解 p 二 yy 十 6,0< 二 yY,6 二 pp, 那么 利用 
[Ey,, Es'] = NrsEy'+s 
来 选取 Epo,, 下 利用 (Ep,, FE-o) 二 1 来 唯一 确定 B-w。 无 葵 在 履 
一 种 情形 ,都 可 象 第 五 章 定 理 6 一 样 来 证 明 
[Esa, Eg] 一 NopEo+p， 对 任意 w ,Bu 十 BE 
而 一 pP 委 wp8cxc 十 8 去 po 
这 吏 是 我 们 所 要 证 明 的 ， 
这 样 定理 3 就 完全 证 明了 ， 
我 们 知道 , 任 一 5 系 忆 的 基础 疝 量 系 开 活 合 以 下 条 件 ; 
1 ” II 由 一 些 和 线性 无 关 的 向 量 稻 成 ; 
2。 如 果 a, BEU 而 a B6, 旧 7 是 个 非 鱼 的 整数 ， 
一 般 地 ,我 们 把 欧 氏 空间 中 一 个 非 空 向 量 集 开 定义 为 一 个 普 系 ,如 
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条 它 适 合 上 面 的 条 件 攻 和 2 .于 是 a 系 的 基础 向 量 系 是 关 系 ， 特 
别 征 单 李 代数 的 基础 根系 也 是 地 条 。 类 似 于 单 g 系 , 我 们 还 可 以 
定义 一 个 式 委 是 单 并 系 ， 如 果 它 不 能 分 解 两 个 互相 正 交 的 非 容 子 
集 ， 于 是 我 们 有 
定理 4. 设 了 是 个 o 系 , 芽 是 宅 的 一 个 基础 向 量 系 , 则 了 是 
个 单 4 系 当 且 仅 当 开 是 个 单 六 系 . 
证 . 设 2 是 两 个 互相 正 交 的 非 实 子 集 之 做 : 5 = 到 U >， 
旭 2 和 了 也 是 cc 系 ,， 分 I 人 二 二 人 们 ,T= 二, 八 了、 则 了 TLD 和 
于 自然 也 互相 正 交 而 且 非 空 ， 因 而 都 是 7 系 ，( 更 进一步 还 可 以 
证 月 , 于 定名 的 一 组 基础 回 量 系 , Ib 是 己 的 一 组 基础 向 量 系 . ) 
及 之 , 珊 开 分 解 成 两 个 互相 正 歼 的 非 空 子 集 之 任 开 一 TI U 
Jb. 自然 I 和 ID 前 是 直系 以 Zw 震中 与 IL 线性 相关 的 
所 有 问 量 的 集合 (i 二 1, 2),， 自然 有 (2mi, Bw) 一 0(m 二 1,2， 
… )， 假设 2 一 ZU Zoo， 我 们 来 证 明 Ze 一 ZyxtiU B42. 
说 YEZmr， 于 是 y 一 8+a BEZ2。 atc 工 . 根据 归纳 法 假设 ， 
BE Znm 玖 和 BE€ Znm， 为 确定 起 见 ， 设 BE m1， 假 设 上 比 时 有 a& 了 I， 
于 是 B 一 a 代 解 成 a1, wm, ,a 的 线性 组 合 时 ,乌有 正 系数 双 有 
负 系 数 , 因 此 B 一 a&Z， 于 是 ,如果 是 最 大 非 负 整数 使 B 一 ja 


(i=0,1,2,..,p), 则 p= 0, 又 子 全 一 0, 因此 如 果 9 
,a 


是 最 大 非 负 整数 使 6 + jeEzZE4 一 0,1,2,.…,g), 则 g 一 p 一 


2 一 0, 这 与 十 a& 之 w+1 相抵 触 ， 因 此 a €Ih, 于 是 y= 二 


B 二 ak Zntil 这 驶 证 明了 2 一 了 HU Er 全 2 一 
Zu | Za YU ， 之 1 一 Zw VU Sp U:: “ ， 旭 2+ 是 互相 正 交 的 子 
集 Zi 和 + 之 人 各， 再 分 2 二 ZU 一 之 11，Z2 一 Zr2U 一 Fi, 
则 之 年 互相 正 菇 的 子 集 马 和 Z, 之 余 ， 

和 柔 理 . 帘 & 是 咎 单 李 代数 ,II 是 它 的 一 个 基础 根系 , 于 是 8 
是 单 代数 当 且 仅 当 I 芽 是 单 z 系 , 
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$ 2. 典型 李 代 数 的 基础 根 条 
在 第 五 章 $ + 中 ,我 们 已 经 知道 典型 李 代数 的 根系 是 
之 4) 一 te 一 chi 天 Ai 一 1 2 20 十 1 
5(B,) = {terter,i <h; 二 ea 一 1 2 .0 
之 CC) = {teter,i <h; +t2e; i, k=1,2,...,.n1}, 
ED,) = {lteter i Sh,i, R=1,2,.. ,7} (n> 2). 
于 是 4,, Bs, Cs, Ds。 有 以 下 的 基础 根系 
I (A,) = tel 一 eye 一 cj ec 一 es 
I(B,)= {ei— e, 0 — es '**, eri — er, 6»), 
I (CGC,) = {61 2, 62 — 03, r+ +, en — es, 22,), 
(Dp) = {0 6 6 — es ees — es ete) 
(> 2). 


将 基础 根系 中 的 根 依 上 面 的 排列 次 序 记 作 wm, 2,……, as, 我 
们 来 计算 基础 根 的 内 积 ， 


对 村 了， 
1 . 
-一 ft 一 R， 
12 
(mo) = 1 
772 
0 | 一 4 二 上 
对 于 BB， 
1 一 
27 一 1 人 
(a;, or) 一 | 1 一 4 一 1 工 《1 <i. kn 1). 
47 一 2 
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TE rE ee ee ee Pp 


0 :nn—1, 
/ 一 一 z 一 3 一 1， 
(ai ，caz) 一 本 7 — 2 
和 1 一 了 2 
47 一 了 
对 于 CC， 
i rr 
27z 十 2 ， 
(a wh) 一 1 . 
” 一 2 一 一 (ll 二 1:,k 夺 nn—1 
4 十 有 4 | | ( Rn ) 
0 上 一 4 二 1 
0 :二 一】 上， 
:二 nn 1, 
《ai ，an ) 和 72 十 二 
1 
1 = 7 
从 十 工 
对 于 DD， 
1 
1 二 = 
2n— 2 人 
mt) | — 站 一 (1<i,k<r—1) 
477 一 才 
0 1 一 和 二 工 
1 。 
ft 一 好。 
277 一 了 
(a;, xy ) = _ 一 疡 一 7 
472 一 4 
0 i 2,7, 
我 个 再 计算 基础 根 之 了 间 的 夹 角 如 下 ; 
对 十 4， 


90” |i 一 有 | 半 1， 
CQis 0k? {20 E 一 大] 一 工 
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对 于 B， 
90” 人 一 8 兰 工 ， 


CQ: 0 = 1 < ;， 二 7 一 1 
< 3 >》 1 。 村 一 时 | = 工 ， < 人 ) 
90” i<n—1, 
Cisne 一 
0s m7 {135° i=n— 1 
对 于 C， 
90” 于 一 4&| 关 工 ， 
| (1 < 委 1 间 下 < 魏 2 一 1 
Sv? 200 Ji— kl =1. “< | 
90” in—1, 
0 On 和 
人 2 La 2 一 7 一 工 
对 于 D， 
90” 上 一 4 兰 工 ， 
0 0 = li,X 夺 nl 
es oa? taos jill, it 1 
90” i 六 一 2, 
120” 7 二 nx—2. 


《ci ,0n> -| 
作为 定理 2 的 系 理 的 一 个 了 应用， 我 们 来 证 明 4; 伎 Dj。 我 们 


有 
I A;) 一 {el C2 C2 C39 C3 es}， 
1 1 
ei cj) = 0;— = 6 — 
(《ei，e; 1 了 一 全， 
于 是 
(ei ~” C2 C1™ e2) 一 (ec: C3 C2™ e3) 
1 
一 (es ”~ ”243 C3™ e4) 一 sy 
4 
_ 1 
(el e232 es) 一 (ea2 全 CC3C3 人 e+) = 人 8a’ 
(61 一 czy cs 一 ce4) 一 0., 
义 有 


1I(D:;) 一 tea 一 C2，c2 一 C3y 63 十 ce， 
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1 1 
ci ej) = 6 一 一 一 一 0 一 ， 
( 9 ;) 1 4 可 4 ’ 8 
于 十 
(ei Cay C1 ™Y e2) 一 (e2 C3C2™ 23) 


一 《es 十 eC3, 62 十 c3) 一 了 


(al 一 cy 2 一 6) 一 《el 一 cez 十 ec3) 一 nr 
(e» 一 C3 C2 十 2 ) 二 一 0 
因此 可 以 建立 从 IIK43) 到 II(D;) 的 合同 映射 : 
el 一 62 一 ”2 一 23。 
cz 一 EC 一 Cl 一 C29 
cj3 一 cf 一 22 十 és, 
这 了 酌 证 明了 43 万 :. 
类 似 地 可 以 证 明 Bs ~ C:， 
$ 3，Weyl 稚 
议 > 臣 个 og 系 ， a € >, 于 是 
一 全 一 2 a) Cs (£€ RR”) (1) 
(a, 2) 


就 是 所属 的 欧 拓 空间 R” 中 对 于 超 平 面 
Pad: (€,9)=0 

的 反射 、 称 为 由 a 所 决定 的 反射 , 记 作 S。 设 记 的 一 组 基础 向 量 
示 臣 Il 一 {a, C2 **, 0n}， 草 之 属于 由 dis QO2>“"", an 所 张 成 的 
2 稚 欧 天 空间 R”。 R’ 在 R” 中 有 一 正 变 补 R”™"?, 郎 Rz 由 尺 
中 一 切 与 R 中 每 一 向 量 都 正 交 的 问 量 和 组成， 显然 R 一 CPx， 因 
此 R”* 中 的 向量 在 反射 5 之 下 此 保持 不 动 ,所 以 可 以 把 5。 简单 
地 看 作 R" 中 的 一 个 反射 , 以 下 我 们 总 作 此 移 定 。 于 是 S< 是 = 维 
欧 氏 空间 R” 中 的 正 交 变换 而 det ya 二 一 1。 一 切 Sa(a € 之 ) 生成 
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一 从 , 称 为 oc 系 卫 的 Weyl 奉 ?, 记 作 WV， 自然 玉 中 的 元 来 都 是 正 
交 变 换 , 

定理 5. ac 和 有 系 了 的 Weyl 竹 可 看 作 作 用 在 马 中 的 向 量 上 的 一 
个 嚼 换 侍 ,因而 是 有 限 硬 . 

证 。 在 (1) 中 取 é& = 二 BE , 央 

Sa(B)=B— 2B,0) w 
(a, a) 
如 B= 二 土 a, 自然 有 Ss(a) 二 一 a ， 如 BB 六 十 a, 说 ?了 和 9 为 最 大 
非 负 整数 使 B + ka( 一 p 三 《二 gq) 都 属于 于 是 根据 o 系 的 
定义 有 
2(B, a) 
(a, a) 

因此 S.C(B) = 二 B 十 (g 一 p)a€5， 这 证 明了 每 个 $5。 上 货 引起 区 中 
可 量 的 一 个 候 换 。 因 到 由 Se(eEzZ) 生 成 , 故 三 中 每 个 元 素 峭 引 
起 3 中 向 量 的 一 个 咀 换 , 

又 , W 中 两 个 元 素 $, 7 如 果 引 起 中 向 量 上 的 同一 起 换 , 则 
S 7 必 将 中 每 个 向 量 保持 不 动 ; 特别 将 oy, os，:** , as 保持 不 
动 。 但 wy, o,'………，an 线 性 无 天 ， 故 S 7 将 R"* 中 每 个 向 量 保持 
不 动 , 郎 S 7 = 了 ( 便 同 变换 ), 5 一 了， 这 话 朋 了 ,WV 可 看 作 作 用 
在 中 的 问 量 上 的 一 个 填 换 合 , 因 而 是 有 限 有 硬 . 

秆 单 李 代 数 8 的 根系 的 Weyl 从 篇 称 作 千 单 李 代 数 g 的 Weyl 
奉 ， 设 9 是 9 的 一 个 Cartan 子 代 数 ,根据 以 上 的 定义 ,8 的 Weyl 
对 W 是 由 上 中 对 于 垂直 于 根 a 的 超 平 面 Pz 的 反射 


一 一 (dg — p). 


Sa: E> — $9) (EE€Dbo) 
(a, 0) 


所 生成 之 到 对 偶 地 ,也 可 以 将 V 看 作 % 中 对 于 垂 站 于 根 a 的 对 
偶 元 素 H。 的 超 平 面 Pa: (Hs,H) 一 a( 晶 ) 一 0 的 反射 


re 
[ie 


1) 见 第 王 章 72 页 肢 福 . 
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2(H, Ha) 
(Ha, Ha) 
所 生成 的 全 .今后 我 们 有 时 采用 前 一 观点 ， 有 时 采用 后 一 观点 . 
多 ,有 时 我 们 也 把 下 看 作 是 六 (或 外 中 由 一 切 根 a 所 定之 反射 


> _ 2(¢€, oa) yn 2(H, Hs) 
“ CC，C) "(这 7 ” (H。, H.) #1) 


所 生成 之 华 .。 显然 , 这 时 W 中 每 个 元 来 都 将 及 (或 %) 映 到 自身 
之 上 ， 

我 们 来 研究 一 下 上 典型 李 代 数 的 Weyl 从， 并 将 它 看 作 迪 中 的 
变换 对 . 

先 从 4, 开始 ， 我 们 回忆 ,A 的 根系 是 

EAs) = {Nm Mi Xk,iskh =1,2,. ,mm} (m= n+ 1), 
而 和 ,42，* ,hm 是 要 稚 欧 氏 空 站 R 中 的 一 组 正 交 基 了 而 其 长 度 
(一 -2 


Sa: HHC— Ha (HEDb,) 


于 是 


bo( A,) 一 {> Xihs 


Y 一 Mi 十.… 十 2 人 十 十 3 十 十 2 
是 时 中 任 一 向 量 。 由 根 2; 一 从 所 定 的 反射 是 
2(x， A; 一 人) 


ti 为 实数 而 人 Xi 一 ol. 
1 
说 


(Ri 一 At Mi 一 MR) 人 
我 们 有 
2 一 2 
(x, 2;— 4) __ 2m i 
(Xi CO— Me, Ni — A ) 2 | 


因 之 由 4 一刀 所 决定 的 有 反射 臣 
% 一 Xi 十 … 十 2 十 十 xf 十 十 2 
一 Xi 十。 十 Xp 十 十 2 人 二 XnAm， 
部 七 将 * 中 心 和 入 的 系数 互 换 。 因此 4 的 Weyl 水 可 看 作 产 
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个 交 字 的 对 称 保 . 
上 青 研 宅 Bs 的 Weyl 奉 ， 我 们 有 
ZB,) = {+t (过 kh), 圭 N,i,R=1,2,.*.*,n}, 
而 要， 44 是 Be(B,) 的 一 租 正 交 基 ,其 长 为 


(Ri, hi) = 一- 
4712 一 2 


z 一 2， 7。 


“ph 


下 


YX = X1A1 十 十 Yin, Xs 为 实数 
为 poCB,) 中 任 一 回 量 ,计算 


十 Xj 十 XX 
(xz 十 1 士 M) 4n 一 2 _ 土 s 圭 Xx 
《 士 A; 土 A 土 和 ; 土 和) 2 / 2 
472 一 2 
十 x; 
_ (x, +4) _ 4 一 2_ 十 Xi 
( 土 A;， 土 4;) 1 
472 一 之 


因此 由 土 %; 土 和 所 决定 的 反射 是 
二 x 人 十 一 二 xXa XA 十。 十 XxX 十 *e 
十 Xi 人 十 二 
可 Yi 十 …， 一 XUA 十，…。 一 Xi 人 十 ， 十 Xnhn， 
而 由 土 A; 所 决定 的 反射 古 
XC 二 XAl 二 A 
因此 B, 的 Weyl 且 可 看 作 是 由 一 切 将 个 交 字 作 任 意 置 换 开 司 
时 改变 其 中 任意 个 廊 字 的 符号 的 变换 所 粗 成 的 春 . 
再 研究 C, 的 Weyl 春 ， 我 们 有 
SC,) = {二 A+tA (i 过 RR), +t2A, ,k=1,2,...,n) 
而 和， 4 是 D(Cs) 的 一 租 正 交 基 , 其 长 为 
1 


(hi 1) = 1 一 [2 
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个 二 Xih1 十 十 .2 ~ 为 实数 
为 bo(C,) 中 任意 向 量 , 讨 算 


(x, = — x 十 Xp 

( 土 A 土 A%, 土 A; 土 A44】) 2 
(x, 寺 24;) __ 土 x 
( 土 24,, 土 24,) 2 


因此 由 土 A; 土 寻 所 决定 的 反射 是 
X= Xi 二 xd > A 
十 xi 人 十。 十 3oAXn 
正和 十 和 一 Xk 十 一 Yhk 二 十 wo 
而 由 土 24 所 决定 的 反射 是 
= XA 二 
因此 C, 的 Weyl 三 与 B, 的 一 样 . 
最 后 研究 PD, 的 Weyl 奉 ， 我 个 有 
2(D,) = {thth, i Ri ,k=1,2,..., 2， 
而 入, 2， ,4 是 65 (Ds) 的 一 组 正 交 基 ,其 长 为 


1 
QD) 一 
坑 
x 一 Xi 十 … .十 yo 人 xi 为 实数 
为 bo(D，) 中 任 一 向 量 , 计 算 
(xX。 土 A; 士 2%) _ 土 x; 十 x 
(人 士 人 i 士 伏 ， 士 和; 士 人 ) 2 


因此 由 士 和 士 桔 所 决定 的 反射 是 
Y 一 Mihi 十 … :十 xpho 一 XI 十 十 2XKA 十 
十 Xihi 十 …， 十 2oA。 
或 zi 十 … 一 XUA 十 一 2 十 十 YA 
因此 D, 的 Weyl 又 可 看 作 是 一 切 将 ”个 交 字 作 任 意 霞 换 并 同时 
政变 其 中 偶数 个 女 字 的 符号 的 变换 所 和 粗 成 的 对 
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$ 4， Weyl] 春 的 性 贤 


讽 卫 为 一 5 系 , 而 芽 == ta 4,，"*'' ,an} 是 它 的 一 和 粗 基 础 向 
划 系 ， 则 之 可 看 作 含 在 由 Us Os ”Cn 所 张 成 的 2 稚 区 起 空间 
R* 中 。 因此 的 Weyl 鸡 矿 中 的 元 素 都 是 R" 中 的 正 交 变换 ， 
而 WV 也 可 看 作 是 作用 在 中 向量 之 上 的 一 个 闭 换 从 , 因 而 是 有 也 
春 . 

设 a€2Z, 以 Pa 和 表 R* 中 方程 为 

(ga, €)=0 

的 超 平 面 。 分 


K 一 R" \ 本 p¥, 
a EZ 


凤 KK 为 从 R" 中 除去 属于 任 一 起 和 平面 Ps (a 《3) 的 点 之 后 所 余 之 
集 。 我 们 把 玉 的 过 通 分 支 ( 郎 极 大 连通 子 集 ) 称 为 R* 中 (相对 于 
之 而 言 ) 的 Weyl 间 。 我 们 先 证 明 

5| 理 和。 Ea Ci 2g" Un 是 之 的 一 组 基础 癌 量 邓 ， 则 集合 

Co 一 {E6ER" 使 得 (aeE) 二 0, 对 ;一 1 2， …，z1 

是 R" 的 一 个 Weyl 润 , 而 且 对 任意 a&《Z, 或 者 (a, 8) > 0 对 一 
切 EE€ Co, 或 者 (aa 有) 二 0 对 一 切 &&€ Co 

证 。 利用 wm, 0%,…… ,a 在 R" 中 引进 一 次 序 ,使 ai, 1, …， 


Cn 是 这 次序 所 定之 素 半 量 系 . 讽 CC 之 + ， 旧 有 0 一 一 >, 7;0i 其 中 
i 二 1 
mi 是 非 入 整 数 而 不 全 为 0， 于 是 对 任 一 8€《 Co 都 有 


(a,6) = 2D mla, 6)>0. 


同 理 ， 如 a € 3-、 则 对 任 一 6€ Co 都 有 (a, E) 一 0， 这 证 明了 5 
理 2 的 第 二 个 断 冶 。 由 此 扒 鲁 Co CC K. 

我 们 再 证 明 Co 是 连通 的 。 发 所 和 和 所 是 Co 中 任意 二 把。 连 
接 6 和 6 的 线段 上 的 点 是 4 十 (1 一 4)6 (0 和 4 委 1 还 然 
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当 0 三 4 之 1 时 ， 

(@Q;, 人 二 1 十 (1 ~ 和) 全 > ) 一 作 (ai ， El ) 二 (1 ~ A)(a;, &,) > 0. 
因此 A 十 《1 一 和)&1€ Co (0 志和 1), 放 Co 是 连通 的 ， 

最 后 我 个 来 主 明 Co 蚌 极 大 连通 的 ， 设 名 EK, &Co 而 & 可 
与 Ce 中 一 点 名 用 天 中 连续 曲线 12) (0 委 上 委 1) 相 连 , 而 1(0) 二 
,ML) 一 co， 因 SEC 故 至 少 有 一 素 根 , 设 为 m 使 (Ca 人 ) < 0， 
由 村 ka 人 zi) 是 的 连续 西数 ,而 

(qa, 人 0)) 一 (aeE)<0，(a 人 1)) = (a, €0) > 0， 
卡 有 :二 如 (0 二 如 二 1) 使 (a, 7(20)) = 二 0， 于 是 1t0)&K， 这 与 
l) 是 居中 连 午 曲线 的 假设 相抵 触 ， 因此 Co 是 极 大 连通 的 ， 于 
是 Co 是 个 Weyl 疝 . 

对 于 任 一 基础 向 量 aj, 各 $5; 二 Sa,. 以 丈 ' 表 由 SiS，S， 
生成 的 恒 ;, 则 了 歼 是 的 子 谷 ,而且 我 们 有 

引 理 3。 W' 可 渤 地 作用 在 诸 Weyl 则 之 上 ， 即 如 Cl 是 任 一 
Weyl 间 , 则 有 SEW' 使 Co = S(C1). 

证 。 首先 我 们 证 明 , W' 中 任 一 元 必 将 Weyl 胃 上 映 到 Weyl 关 . 
这 只 要 证 明 : 如 6 和 6 是 KK 中 任意 两 点 , 它们 可 用 到 中 一 条 连续 
曲线 LD (0 和 上 委 1) 相连, 上 则 5S(&1) 和 Ss(&2) 也 可 用 六 中 一 条 违 
顷 昌 和 线 相 连 . 实际 上 ，3SGUKoO) (0 委 上 委 1) 即 是 连接 S(&1〉 和 
S(é;) 的 巡 线 曲线 . 又 因 5 为 正 交 变换 并 引 起 Z 中 癌 量 的 一 个 里 
换 ;, 改 对 一 切 a€ 之 ， 

(a, SG) ) 一 《Sa)， 1)) 关 0. 

因此 SUWC))EK(COs 委 上 < 魏 1)， 

因此 要 证 明 5| 理 3， 只 要 永明 对 Cc; 中 任 一 和 葵 定 的 点 三 ， 有 
SE€ W 存在 使 5S(&1)€ Co 邹 可 . 

游 察 一 切 5S(&1) (SE W')， 设 刀 为 Co 中 任 - 一 答 定 的 点 ,于 是 
S(61) (SE€ W') 中 必 有 一 点 与 6 的 距离 最 近 ， 访 此 点 为 Sa(Cel) , 朗 
So) 一 él 所 SCED) 一 如 | 对 一 切 SEW'， 

而 其 中 
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会 一 四 一 NVS 一 7 一 7)， 5 7ER" 
我 们 断 诗 So&;€ Cu。 否则 ， 必 有 一 素 根 ui 使 
(a;, SoE1) ~ 0, 


S$,(S£1) = SoEi 一 2(a;, So(&1)) pg. 


| 
(cu ， Cr ) 


|S;So(é&1) 一 他 | = se 一 & 一 ge SS 和 | 


(a;, cr ) 


| 


seD — él + | | 


一 区 sw6D) 一 名 A SA So( £1)) 村 


Cr 0; ) 


| 


{se — ep + 2 2 ,|| 


(a;, or ) 


办 
一 Tee (si) 一 ya) 
= | sxeD 一 全 二 eS doe SME 二 
(Qi;, Ci ) (ai 0;) 
+ 4 So( €1) (a; ? 的 
(Cai, Ci) 
一 [| So é1) Gol| 9 
这 是 因为 (a;, So)) 二 0, (aco) 一 0. 这 吏 是 襄 , SiSo&1 比 S068) 
距 6 还 达 ， 这 是 了 矛盾 的 ,因此 一 定 有 Soé1€ Co 
号 ] 理 4。 设 C1 是 任 一 Weyl 并 , 旧 Z 中 必 有 7 个 线性 无 关 的 
向 量 Bj, B,,"** , Bs 具有 性 质 
Ci 一 1ER 使 (BE6) 盖 0 对 5 一 1， 2 9， 
而 户 , 8 ……，,pB, 由 Ci 瞧 一 确定 。 实际 上 , ,8 … ,有 ,也 是 
一 租 基础 冯 量 系 ， 
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证 。 根据 引 理 3, 有 SS6E 歼 使 Co 一 SC 则 Sa 
S (ao) 就 是 具有 引 理 所 要 求 的 性 质 的 7 个 根 . 实际 上 ， 
Ci 一 S (Co 一 SEER" 使 (wyE) 0 对 ?一 1 2 2】 
一 tSmS)ER? 使 (wy 6) 二 0 对 i = 1,2,...,7} 
一 tS (6E)ER2" 使 (So SEED)) 盖 0 对 ;一 1 2,.…*,n} 
一 EECR" 使 (Sa 6) >0 对 :一 1 2 2 
因 S 5 起 中 同 量 的 一 个 和 置换, 改 S (ma) Sa) SCao) 
也 十 一 -组 基 础 癌 量 系 . 
要 下 SS 《mm)，3 《oz) 3 《on) 由 C1 唯一 确定 ， 只 需 证 
xi co "an 由 Co 唯一 确定 即 可 。 我 们 马 知 
Co 一 会 ER 使 (cy 6) > 0 对 一 切 a€ 72}. 

内 am, 2,'… ,0 线性 无 关 , 所 以 ta @，…，c} 的 任 一 纤 子 集 不 
能 用 来 确定 C。 现在 设 B, B,,''', Bs 是 一 组 线性 无 关 的 根 ,而 
Co 一 说 ER 使 (BE) 盖 0 对 一 1， 2， 和) 
自然 请 ， 户 ， "有 都 是 正 根 ， 而 且 . 户 ， 户 ， … 的 任何 晨 子 
集 不 能 用 来 确定 Co。 于 是 可 选取 扣 ER" 使 (8 与) > 0 对 # 一 
2,3,-…,m 而 (Bi, 名 ) 委 0; 于 是 SCo。， 选 人 0€ Co 那么 连接 
和 co 和 & 的 线段 必 通 过 PB.: (Bl, 5) 一 0， 敲 所 是 连接 名 和 所 的 
线段 上 的 那个 落 在 P8 上 的 点 , 上 则 (B;, 62) 盖 0 对 ;一 2,3， ma 
而 (B, 52) 一 0。 可 选 &, 使 (B,, 5&3) 二 0 而 (a, 人) 兰 0 对 一 切 
xz2+ 而 cc 关 有 于 是 可 以 找到 一 个 实数 忆 使 (Be 十 ts) > 0 
对 :一 2,3，… 2 《Bi 名 十 t) 一 0 及 (ae 十 给 ) 关 0 对 
一 切 a€ ZX 而 a 半 BI， 分 各 二 6 十 1 愉 ;:， 荐 连接 5&0 和 6& 的 线 恨 
上 的 点 都 属于 Co; 因 (a, 6&4) 半 0 对 一 切 a€ Zt 而 a 疡 及， 故 
(a, 6i) > 0 对 一 切 a€ 1 而 a 六 BL 因 SCo， 故 有 必 为 mm， 

C2 “Ca 中 之 一 ， 这 证 明了 ca 2 "Go 由 Cn 唯一 确定 。 

我 们 把 起 王 面 Pe，Px ,，:……，Ps, 称 为 Weyl 间 Co 的 墙 , 或 
一 般 地 ， 如 Weyl 关 Cl 由 线性 无 关 的 根 B,B,，**'… ,Bs 所 确定 ， 
即 
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Ci 一 4ER 使 (Bi 6) >0 对 ;一 1 2 ,7}， 
则 称 Pp ，Pp，'……，PA 为 Weyl 和 Cl 的 墙 

引 理 3。 对 任 一 a€ ,Pz 必 是 某 一 Weyl 关 的 墙 ， 

证 。 选 &.€P# 而 (B,6&) 关 0 对 一 切 BE 了 3 而 8 关 士 避 
6SPa ,于 是 可 选 一 适当 小 的 实数 :, 使 (B, 561) (0B， 名 十 夫 ?) 盖 0 
对 一 切 BEZ 而 BB 六 土 a, 这 样 一 来 ,Pz 了 可 是 包 有 各 十 经 的 Wey] 
间 Ci 的 墙 。 实 际 上 , 设 由, B,,"…, Bs, 是 一 宜 线 性 无 关 有 购 根 使 

Ci 一 1ER? 使 (BE) 二 0 对 ;一 1 2,.…, 2}, 
如 有 ,8 8 关 士 ao, 草 从 (86 十 zt) 二 0 对 了 一 T 2， 
推出 《8 人) 全 0 对 守 一 1 2 … 2; 更 由 此 推出 (a， 
6&1) 关 0， 季 盾 ， 

| 理 6。 设 wa， as 是 王 的 一 组 基础 问 量 系 ， 利 用 这 
组 回 量 在 R? 中 引进 一 个 次 序 , 使 这 租 向 量 是 相对 于 这 个 次 序 的 一 
租 素 回 量 系 ， 如果 aEz+ 而 a 关 aj, 则 Sl(a) > 0, 但 是 Sai(@i) 
0 


证 。 如 果 xEz 则 wa 一 >》 miai, mi 之 0, 于 是 


一 


Sa 0) 一 -rr 一 - 2(a,， Qi ) ; 
(ai， ai ) 
= S\ ma + (m Za 1)) a 
j 寺 i? (a;, ci ) 


如 co 六 a:， 哎 有 7 羡 i 使 1m; 汪 > 0， 于 是 So,(a) > 0。 但 是 显然 有 
Salai) 一 一 ai 

定理 6， 发 mw， …… ,oa 是 5 有 系 王 的 一 组 基础 向 量 系 , 则 
有 反射 5; 二 So, (i 一 1,2,，**',w) 生 成 的 Weyl 奉 WW, 而 且 Z 中 
任 一 向 量 a 皆 是 某 一 基础 向 量 a; 在 其 一 SE W 之 下 的 人 象 。 更 进 
一 步 , W 是 作用 在 2 的 诸 Weyl 间 之 上 的 正则 可 迁 鞭 换 恒 ， 所 诗 
正 划 是 设 ， 如 有 SE€W 使 S(C) = 二 C 对 其 一 Weyl 间 C， 则 
S 一 1, 
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证 。 慌 c 是 任 一 根 , 则 a 和 一 < 是 垂直 于 超 平 面 P* 的 仅 有 
的 二 根 。 PZ 必 是 某 一 Weyl 于 Ci 的 墙 . 褒 SE€W' 使 S(C0) = 
C1, 于 是 发 有 一 基础 根 必 使 SPx, 一 P#, 因此 S(a;) 一 士 a 如 
Soz) 一 一 cc 则 (SS 56,)(@;) 二 S( 一 a;) 二 a， 因此 总 有 SEW' 使 
Sg; 二 a， 于 是 So 一 8 SS Si, SEW, 故 Sa4€W' 因此 
W 一 玩 , 这 站 明了 了 丈 由 Si 5;,, …，S。 生成 ， 双 根据 引 理 3, WV 
可 迁 地 作用 在 落 Weyl 更 之 上 , 故 W 亦 然 . 

最 后 需要 证 明 W 是 作用 在 话 Weyl 间 之 上 的 正则 置换 奉 ， 说 
有 SE W 有 性 盾 S&C) = 二 CC, 而 C 为 某 一 Weyl 间 ， 我 们 要 证明 
S$ 一 1， 因 访 可 迁 地 作用 在 庄 Weyl 冯 之 上 ,不 仿 设 C 一 Cu 是 由 
基础 向量 系 中，az，- … ，a， 所 确定 省 , 即 

C=C0= {8€R" 使 (a;, €)>0 对 i=1,2,.……,n}. 
根据 引 理 4，S(Co) = Co 这 一 条 件 与 $ 引 起 基础 向 量 系 的 -- 个 起 
换 等 价 ， 因 而 也 与 $S 引起 正 向 量 系 的 一 个 置换 等 价 ， 因 WW 由 5， 
5;， ,Ss 所 生成 , 故 可 讼 SS di "Dips l Ei, ip Rn, 
假定 当 5 可 表 成 之 p 个 5; 的 乘积 时 一 定 有 S = 1, 我 们 来 证 明 当 
5 表 成 个 5; 的 乘积 时 也 有 5 二 1. 

个 5 二 56 Sip， 则 S 二 S515。 如果 5 ==1， 则 5S(a;)= 
SS (gi )=Si(gi)= 一 oi < 0. 与 假设 相 韦 ,因此 一 定 有 5 半 1， 
于 古 根 据 归 编 法 假设 有 正 向 量 a 存在 ,使 $Ca) 二 0， 但 是 S(&a)= 
SS (az) 之 0, 所 以 根据 引 理 6 有 5S'(a) = 一 a;， 现 在 设 B 是 一 个 
正 根 而 SB) 二 0, 那么 由 5S(B)=5;5《(B) > 0, 也 有 5(B)= 一 Ci 
因此 8=c。， 于 是 我 们 让 明了， 如 果 月 是 一 个 正 向 量 而 Ba， 
那么 一 定 有 S(B) > 0。， 我 们 再 证 明 a 一 定 是 一 个 基础 向 量 . 和 否 


则 将 “写作 ae 一 2 miai, mi 宇 0, 那么 S(a) = 》 ms'(a;)>0. 
i 二 1 1 


下 导 ， 因 此 一 定 有 一 个 人 LI 委 1 委 >) 使 a 二 a， 于 是 S'(a) = 
一 i, < 0, 对 任意 正 向 量 B 站 总 有 SCB) > 0 
分 月， 一 isdizry “Si,(0i), 上 一 <。3， 3 发 十 而 有 pp 一 or， 
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那么 Bpni 二 @ 这 0 而 二 5S(a) 二 0， 因此 有 一 个 2 二 率 声 
p 十 1) 存 在, 使 B>0 而 Be 二 0. 但 SS 一 了 ,Si 
Si 一 了 ,而 当 & 一 尹 十 1 时 , 介 了 一 TI 于 是 SGow) 一 了 Si 
Tao) 而 且 一 To) 二 0，ST(a) 一 Bi<0。 仍 根 据 引 理 
6 知 T(ai) 一 ml。 于 是 了 Si 一 人 ,因而 S 一 了 57 一 
7 TSi。 因 5 一 1 故 T7T7T(o) 一 TTSiSi(c) 力 一 (Si(c))， 如 
da 为 正 辣 量 而 a 太 @j, 则 Sj(a) 二 0 而 且 Sj(a) 关 qj, 那么 根据 上 
面 所 证 明 的 关于 S 的 性 质 有 SSi(a)) > 0， 如 上 一 o， 则 Si(a) 
一 一 ,于 是 S(Si(g)) 一 一 Sl(a) 二 ,> 0、 因此 TT 总 将 
正 问 量变 到 正 同 量 。 但 是 TT 是 p 一 2 个 $5; 之 积 ， 改 根据 归 秩 
法 假设 一 定 有 TT = 二 I， 于 是 $5 二 T'T5; 二 S$;。 那么 一 方面 我 
们 有 Sai) 一 一 a , 男 一 方面 义 有 S'(aj) 二 Sj(@;) 二 一 @;, 因此 
1 二， 于是 5 二 $15 一 一 了 这 束 证 有 明了 WW 是 作用 在 庄 
Weyl 则 之 上 的 正则 佣 换 举 ， 

系 理 ， 设 SE W 而 5 将 正 向 量 都 变 到 正 向 量 或 将 基础 向 量 
都 变 到 基础 问 昔 ,区 8 三 上 | 

根据 我 们 关于 5 系 购 Weyl 对 的 研究 ， 我 们 有 以 下 关于 Ga 系 
以 及 午 单 李 代 数 的 性 盾 . : / 

定理 7. 设 2 为 o 了 系 ， 则 2 的 任何 两 个 基础 问 量 系 此 合同 ， 
而 这 个 合同 可 扩充 成 2 的 一 个 自 合 同 。 因 之 , 合同 的 5 系 的 任意 
两 个 基础 向 量 系 皆 合同 ， 面 具 不 合同 的 基础 问 草 系 的 G 系 必 不合 
同 . 

证 。 只 要 证 第 一 个 断言 即 可 。 融 ta @z， …，a 和 pi， 
B,,'…, B,) 是 吕 的 两 个 基础 向 量 系 ， 于 是 它们 分 别 决定 两 个 
Weyl 间 : 

Cu 一 人 ER 使 (ay ES)>0 对 :一 1 2 2 

Ca 一 4ER" 使 8) 二 0 对 一 1，2， 2 上 
根据 定理 6, 有 SEE 于 使 SCa) 一 Ca， 上 由 根据 引 理 4 知 , 重 排 甩 ， 
Bz,，"…， Bs 后 可 设 Sa 二 B(i 一 1, 2，'…*, 4)， 因 5 为 正 交 变换 ， 
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故 $ 为 映 [tw mm， … ,oz 成 {B1, 8， ,8 的 合同 ,因而 也 是 
互 的 自 合 同 . 

定理 8。 牛 单 李 代数 的 任意 两 组 基础 根系 此 合同 ; 换 寺 之 , 牛 
单 李 代数 的 基础 根系 在 合同 的 意义 下 是 唯一 确定 的 。 因 此 两 个 全 
单 李 代数 同 构 当 且 仅 当 写 个 各 家 的 一 组 基础 根系 彼此 合同 , 

这 是 第 五 章 定理 7, 本 章 定理 3 和 定理 7 的 直接 推 葵 . 

基于 定理 8 以 及 定理 4 的 系 理 知 ， 要 决定 一 切 两 两 不 同 构 的 
单 李 代 数 ， 只 需 定 出 一 切 两 两 不 相似 的 单 < 系 ， 然后 对 这 租 两 两 
不 相似 的 单 不 系 中 的 每 一 个 , 定 出 一 个 单 李 代 数 ,而 它 的 基础 根系 
与 给 定 的 这 个 单 7 系 相 似 序 可 。， 这 就 是 下 面 一 章 所 要 做 的 事 . 

最 后 我 们 再 作 一 注 记 。 当 把 和 牛 单 代数 9 的 Weyl 价 W 看 作 是 
bo 中 对 于 超重 面 Pa: (a, 昌 ) 一 aa) = 0 (a& 有) 的 反射 所 生成 
的 Weyl 春 时 ,我们 把 集 

bo \ U P。 


a ED 
的 连通 分 文本 称 为 8 的 Weyl 并 . 这 时 同样 有 Weyl 对 是 作用 在 
庄 Weyl 闻 之 上 的 正则 里 换 双 ， 任 一 Weyl 间 C 由 唯一 的 一 组 基 
础 根系 tm aa …，col 所 确定 : 
C 一 {Eb 使 wi(E) >>0 对 :一 1 2 ，z)， 
而 且 Weyl 从 由 $1, $;,:…, 5, 所 生成 ,这 时 
2(H, Ha,) 


SH) TH- CHa,, Ha,) 


-一 一 -一 一 一 已 < H K bo 
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$ 1. 系 的 区 


我 们 回忆 一 下 x 系 的 定义 ， 欧 氏 空间 中 的 一 个 向 量 集 开 称 
1” 芽 由 线性 无 关 的 向 量 姐 成 ; 


20 如 a, BEH,a 六 B, 则 7 是 个 负 的 整数 或 0. 


而 一 个 了 科 称 为 单条 ,如 果 它 不 能 分 解 成 两 个 互相 正 交 的 子 
系 的 人 

现在 发 工 是 个 r 系 , ,BEI 而 cx B， 以 《a,B) 表 a 与 B 
的 夹 角 ,根据 第 五 章 定理 4 的话 明 ,有 


cosla, B) = Vr, 6 二 土 1l,+ = 二 0,1,2,3, (1) 


但 现在 
cos (a, B) -_ kop) < 0， 
V(a,a)(B,B) 
故 (1) 式 中 s 一 一 1. 因此 这 时 《cx, 8)》 只 能 取 90”，120°”，135”， 
150? 这 四 个 值 之 一 。 再 设 (a, a) 和 08. B), 仍 根据 第 五 章 定 理 
4 的 证 阴 有 
如 《a, 8 一 120?， 则 (8, 8) = (a, a), 
248,az) _ | 2B,a) -1， 
(a, a) ” (B, B) 
如 《a, 8B) 一 135"， 则 (8B, 8) = 2(a, a)， 


2(B,， a) 一 一 2? 2(B, a) 一 一 |， 
(4a， a) (B, B) . 
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如 《a, B) = 150", 上 剧 (B,B) = 3(a, a)， 
2(B.a) -2(08.m 
(a, a) (8, B) 
对 关系 开 中 每 个 问 量 , 我 们 分 人 宇 面 上 一 个 点 与 之 相对 应 ， 两 
个 这 样 的 点 我 们 看 它们 的 夹 角 是 120”，135? 或 150°” ,而 用 一 条 
线 , 两 条 和 线 和 三 条 线 连 接 直 来 ;而 两 个 正 交 的 向 量 对 应 的 点 卓 不 用 
线 加 以 连接 。 这 样 人 得 出 来 的 一 个 图 称 为 x 系 工 的 角 图 。 如 果 还 
在 图 的 每 个 点 下 面 和 注 上 与 之 相应 的 癌 量 的 长 度 的 平方 (ae, gc)， 就 
得 到 z 系 了 的 图 ， 合 同 的 x 系 有 相同 的 图 . 
习 朋 多 兄 ,我 们 有 
5l 理 1.。 zr 系 芽 的 图 是 连通 的 当 且 仅 当 本 是 单 x 系 , 
以 后 将 证 明 , 单 x 儿 的 图 中 只 有 两 种 长 度 的 向 量 , 宅 们 的 长 度 
平方 之 比 是 2:1 或 3:1， 这 样 , 有 时 我 们 用 黑 点 代表 单 x 系 五 的 
图 中 较 短 的 向 量 ， 而 用 小 剧 图 代表 单 7 系 代 的 图 中 进 长 的 向 量 ， 
并 将 标 在 扣 下 面 的 同 量 长 度 的 千 方 略 去 ,我们 束 得 到 单 * 系 卫 的 
Dynkin 图 1(II)， 具有 同一 Dynkin 图 的 两 个 单 和 x 系 是 相似 的 ， 
单 代 数 的 基础 根系 的 Dynkin 图 亦 称 单 代数 的 Dynkin 图 ， 
最 后 ,我 们 列 出 典型 代数 4,。，B,，C。， D，。 的 图 及 Dynkin 图 ， 


代数 图 Dynkin 图 
dr oO 一 一 0 一 0 一 一 0…0 一 一 0 {A= 和 一 -名 一 一 和 pp 一 
和 4 A A 4 4 1 ( 2 十 FT) 
Bs 0==-0——0-—0...0——0O (4 = 元 1 ) 9—0—o- ‘0—O 
2 A A A i A 一 
C C 一 一 0 一 0- -0…0 一 一 0 14 一 = 一 0 一 -一 名 … 和 一 一 6 
2 4 2 4 4 ( mT 2 


AO 
Dy 07 0999" 9 (= 元- > 


32. 单 丰采 的 分 类 
我 们 先 来 研究 单 * 系 的 角 图 必须 是 怎样 的 形状 , 


1) 见 邓 金 , 守 单 范 李 氏 代 数 的 糙 构 ,北京 ,1954 及 Seminaire Sophus Lie, Paris, 
1952 ， 
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Pe ni pi ip err 


设 玉 一 ta 0 如 A1，**…， i 是 2 个 实 变数 , 则 
(> 人 ;ai， > au) = 人 (ai ，ai Ah; (1) 


isij 二 1 


是 个 定 正二 次 型 ,因为 它 是 欧 氏 空间 中 同 量 长 度 的 平方 ， 
以 下 我 们 用 同一 文字 来 代表 I 中 向 量 及 角 图 中 代表 宅 的 点 ， 
引 理 2。 角 图 


O O 
是 唯一 合 有 三 重 线 段 的 单 7 系 的 角 图 . 

证 ，。 发 开 的 角 图 中 om 和 om 由 三 重 线段 相连 。 如 和 角 图 中 还 
有 其 余 的 点 ,由 于 角 图 是 连通 的 , 可 以 设 有 与 玛 相 过 为 
确定 起 见 , 设 m 与 mz 相连， 从 和 初等 几何 我 们 知道 ， 对 于 三 个 线性 
无 关 的 同 量 wm, wy, as 来 说 ， 

《ai， oa) 十 《az 03) 十 《aa3 ， ay》< 360”. 

现在 《o， o2》 一 150 ，《@2, 03)》 之 120° ， 《3, a) 之 90"。 这 是 不 
可 能 的 . 

以 下 从 引 理 3 到 引 理 6， 我们 都 假定 单 系 开 的 角 图 中 仅 含 
单 重 线 段 和 双重 线段 . 

引 理 3. 单 x 系 了 的 角 图 不 能 舍 开 路 (因而 是 树 ). | 

证 。 识 , zy，-…' ,cx€ 了 ,而 它们 在 角 图 中 各 成 一 个 开路 ， 
则 (ay o) < 0, (oa 3) 0, (op ak) 0, (ak 0) 0, 
以 ||asl 一 NM (gi, &i)， 并 从 Qtti 二 ai， 则 


下 1 天 k 
TY Qs 全 Cr Ci 十 
Ti" Pia 中 > ap 


十 2 > (ci ， CT1 ) 


ai 下 


一 RR 十 2 3 cos《ai Qit1) RR 一 《二 0, 
i=1 


这 与 (1) 的 定 正 性 相 赴 . 
推 葵 。 设 Il' 是 单 二 系 匡 的 子 关 系 ， 而 且 也 是 单 的 . 再 散 
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BEIL 一 I, 并 设 B8 与 1 中 一 点 相连 ， 划 BB 只 与 I 中队 一 的 一 
氮 相 连 . 
引 理 4。， 单 关系 工 的 角 图 中 任意 一 点 都 不 能 有 三 条 以 上 的 和 线 
之 相 束 。 
证 。 讽 ak6 开 ， 共 设 共有 有 & > 3 条 线 与 a 相连。 设 wm …， 
xi 委 A) 是 下 中 与 wa 相连 的 一 切 点 ;于 是 ,根据 引 理 3 的 推论 ,ai， 
…，w' 两 两 司 直 。 以 了 上 表 a 及 mp， a 所 张 成 的 线性 子 空间 . 
人 在 VV 中 选取 与 a， ,都 正 交 的 一 个 同 量 7Y 关 0。 由 于 yy，al， 
…， Q 了 两 两 牌 直 ; 故 根 据 勾 股 定 理 有 


cosz《y ，w》 十 > cos2 ai, a) = 1. 
因 xc 不 与 ws al 纺 性 相关 ， Y 不 与 w 正 效 , 故 
3 4 cos a;, a) < 4. (2) 
如 a; 与 a 用 条 熏 相 速 .由 4 cos’ (aiy ax) 一 上 因此 
> 4 cosz 《a;, a》 二 尺 , 


这 与 (2) 式 相抵 触 , 故 率 圭 3. 

II 的 角 图 中 的 点 xi , ax 称 为 一 个 链 ， 如 果 a 与 a 相连 ， 
c2 与 C3 相连 ， ”CR 一 1 与 Rk 相连 ， 而 其 余 的 任意 两 个 ci 和 和 Os rk 
不 相连 ， 一 个 链 C 二 {a，，…, orl 称 为 简单 的 ， 如 果 连 接 w 和 
Qiti (i 一 1,*…* ,不 一 1) 的 都 是 单 重 线段 . 

引 理 5。 设 C 是 单 x 系 L 的 一 个 简单 链 ;, C 一 {a ,axrl. 命 


k 
-一 {HINC, 弘一 2 i}, 


卓 II 也 是 个 单 工 系 , 而 开 的 角 图 可 以 由 开 的 角 图 将 链 C = tia， 
- ,Qk 上 葵 为 一 点 x&， 和 并 将 每 个 与 某 一 个 尾 在 开 中 用 上 重 线 段 相 
连 的 点 BEIINC 以 上 重 线 段 相连 到 a 而 得 到 . 
不 ， 自然 开 中 疝 量 肯 线性 无 天 。 其 骏 
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大 内 
(qa, a) = (Da. > a) 
1 1 


上 1 
一 人 》， 1 (cc ， Ci ) 十 2( 0;， ci41)} 十 (ak， ox) 
一 (cx ， Cx) 一 (cu ， a). 


设 BEIINC 而 6 与 ww 以 上 重 线 眉 相连 ， 则 根据 引 理 3 的 推 葡 ， 


k 
《8， x) 一 (8， 人 ， mi) = (B,a). 
1 
又 如 Y 在 过 中 不 与 C 相连 ,出 


(ya) 一 (7, > a ) = 0., 


因此 , I 是 个 * 系 ， 而 II 的 角 图 可 由 了 的 图 将 链 C 峰 为 一 
点 &， 托 将 每 个 与 某 一 个 在 二 中 用 上 重 线 段 相 连 的 点 B€1I、、 
C 用 : 重 线 引 速 到 < 而 得 . 

推论 .，。 以 下 这 些 图 都 不 能 是 单 关系 的 角 图 的 子 图 : 


oo BB! pa Br-1 B 1 
(ax) 0—— 0 0......0 oo 


60 3 和 
a 
O B: Bs Br- Br OF 
(cx) >? OO o< 
证 。 实际 上 ,如 (ax), (5x), (ct) 是 单 工 有 条 的 角 图 的 子 图 , 则 
根据 引 理 5， 


a 有 
(a1) =——— OO=-—O 


fs Bp -OF 
(Pb1 已 一 一 -已 
) < ; 


QO B OF 
人 oo< 


124 第 七 章 ” 单 代 数 的 分 类 


也 将 是 单 x 系 的 角 图 的 子 图 ,而 这 与 引 理 4 相抵 鳃 . 
日 | 理 6. 和 单 工 系 工 的 角 轿 只 能 是 以 下 几 种 类 型 的 : 


《ab5 .7) C1 Co Cp—1l Cp Be Boa-i Bs Bi 


©O O—— OO Oo———=—0———0 O O p49 守 | 
/ 位 : Qs Cn~l Cn OB, 
(8a) O—0O——0OO0———O / >! 
0 
i Cp / Ben > 2 
(cp.q,7) OO- Pp 之 4 之 7 之 
NN 
O 
“0 
De 


证 、 设 工 的 角 图 中 售 一 个 二 重 线 段 , 即 它 包 有 一 个 子 图 
0 一 一 上 0， 将 这 个 子 图 扩充 成 一 个 极 大 链 C. 根据 引 理 5 的 推 
论 、C 只 能 包含 一 个 二 重 和 线段 ， 因 此 C 是 (ap,s) 类 型 的 图 . 如 
C 关 II 就 有 7ykEH,7ykEC， 而 7 与 C 中 一 个 点 相 汪 根据 C 的 
极 大 性 ,7 不 能 与 a 或 Bi 相连， 根据 引 理 5 的 推论 ,7 也 不 能 与 
Q、，、"… ,0p 或 如 ,，.…* ,Bs 中 之 一 相连 ,这 是 个 耶 盾 。 因 此 I 二 Cc， 
即 II 的 角 图 是 《co) 型 的 ， 

再 设 II 的 角 图 中 只 有 单 重 线 段 ， 仍 在 其 中 选 一 个 极 大 链 C 。 
如 II = 二 CC, 上 则 了 的 角 图 就 是 (6; ) 型 的 ， 否则 , 再 依 引 理 5 之 推 
论 , 可知 了 I 的 角 图 是 (cp,sz,) 型 的 ， 

Bl 理 7。 单 I 系 的 图 中 只 能 有 两 种 长 度 的 向 量 . 

这 是 引 理 2 和 引 理 6 的 直接 推荐 . 

定理 1 单 x 系 的 Dynkin 图 只 能 是 以 下 几 种 类 型 的 ， 


L(As):; pg pe Ca Unt Cn n>l 


0——0——0...…-.0——@ 
起 二 us En- 
1 By): 8- ~ OO 0 nz2 
ed: @ 


Ci 位 3 Ca nl (tp 
ro ee 
Cs 


让 有 猴 吗 
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| [ ww 二 " ww 
(En): 6 ee pd ee” 2 = 6,758 
$s 
Ql Qs 0 uw 
{CFS) ee 一 --o- -一 o 
C1 Cs 
L(Gs) @====O 


”“ 刻 。 据 引 理 2， 合 三 重 线段 的 单 x 系 的 Dynkin 图 从 能 是 
L(G,)， 以 下 考虑 不 舍 三 重 线 段 的 单 x 系 的 Dynkin 图 不 失 普 
涯 性 ， 可 设 单 * 系 芽 中 较 短 的 向 量 的 长 度 为 1, 于 是 根据 引 理 6， 
单 r 系 的 图 只 可 能 是 


Ql Us pp- Op Ba Bg-! Bs Bi 


(ap,g) 和 一 -一 和 一 一 和 1 一 一 和 一 -一 -0 一 一 上 -0 一 一 OO 六 9 六 1 
1 1 1 i 1 2 “ ~ 2 2 
~ Qi Us oa- a 7 
(654) 一 一 和 一 一 9 一 一 和 一 一 9 + > 
上 1 1 l ] 
pa! 
分 
Ba- 1 
S 
1 . Cp-l 6 /1 ”i 
(cp,q,r) @ 得 一 一 一 全 4 p24r>2 
l 1 1 1 1 rr 
S 
1 
雪 
LAYa 
S 


如 果 C 一 {a ,'** ,0,) 是 由 同样 长 度 V (ai ai) 一 ai 一 1 
7z ) 的 向 量 和 组 成 的 链 , 合 w 一 > ACK ， 刚 | 


太 三 1 


(a, a) = 5 pars at) + 2 D) RR Cor orn) 
1 羡 二 1 


| 


2 Ra 一 (下 十 i)a=na— >, ha 
1 太一 工 


2.7 十 1) 
2 性 
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我 们 先 证 明 ， 如 单 z 系 的 图 是 (454,s),， 虽 pp 二 1 而 9 任意 或 
Pf 

9 一 1 而 任意 或 p 一 4 一 2, 实际 上 , 分 4 一 》) ko 8 一 
k=1 


DjB;, 旧 (as a) 一 eet, (B, B) = glg + 1), 而 
j=1 


(a, B) 一 bd(ap ， Ba) 一 pg, 
因 a1, .…，ap， 有 "s,s Bs 线性 无 关 ， 故 化》 B 不 共 线 ， 于 是 由 
Schwartz 不 等 式 (aa, 8 < (a, a)(B,B) 得 


pq 一 = palp 二 1)(g 十 1). 


朗 
(p 一 1 一 1 到 2 
由 此 即 得 p 一 1 而 9 任意 ,发 g = 二 1 而 任意 或 p = 二 9 = 二 2. 这样 
得 到 的 ”Dynkin 图 分 别 是 (B41), (Cpn) 和 T(F,). 
(5 ) 序 是 TT(4,). 


ft-1 一 人 


最 后 来 研究 〈c?,o). 合 x 一 > ios8B 一 >，jpBi，y 一 人 AT 
1 一 1 7 了 一 | R=1 
我 们 有 


(a, a) 一 pA — 1), (8B, B) — qlg — 1)， 


(y, 7) = pg —1),，(6,6)=1. 


(a,6)=— i(p—1), (B,6)=—T(g—1), 
之 2 
1 


因此 
cos’ (a, 0) = = (1 — p7), cos:(B, 6) 一 (1 — g-)，, 


cos2(y ,6 ) = (1 — 1). 
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对 a, B, 7Y 两 两 正 交 ,根据 引 理 4 的 亦 明 中 的 同样 道理 ， 
cosz (a, 8) 十 cos: (B, $8) + cos: ly,6)=1 
(6 与 4 分 月 ， 线性 无 关 ), 刀 
二 pti1 一 g++ 1—r )<1, 
也 邹 
pl 十 了 一 十 盖 :> 工 
因 p 之 g 之 +, 故 pi 二 gi1 志 1!， 于 是 31-!>> 1 因 ， 亿 2. 故 


;一 2 于 是 二 47> 上 ,21> 二 ， 因 之 4 二 4 这样 台 有 


两 个 可 舱 :g 二 2 和 4g 二 3, 如 gg 一 2, 则 zz 盖 0 及 姑 过 2, 因 之 
? 是 任意 之 2 的 整数 ;这 时 Dynkin 图 是 (Dpt2). 如 g = 二 3， 


内] p> 一 及 PP 之 3, 这 了 驶 是 设 3 委 b 委 5， 这 时 Dynkin 图 是 


L(E,:3). 
定理 2.。 对 于 定理 1 中 列举 的 那些 Dynkin 图 ， 确 有 单 * 系 
存在 ,以 们 们 作为 Dynkin 图 . 
证 。 以 R?+ 表 关 十 1 和 维 欧 氏 空 间 .，e: … ,enti 是 人 的 一 租 
标准 正 交 基 . 
分 ci 一 vi 一 ein (1 志 71 二 4), 我们 有 
2， | 一 州 王 0 
(ai ai) 一 4 一 1，| 上 | 一半 三 1 7 一 1 7 
0， | 一 咱们 :2 
于 是 1A,) 一 ta ao 是 个 单 立 有 系 ,其 Dynkin 图 为 T(4,), 
在 R” 中 考察 问 量 租 a(1 万 72 志 2 一 1) 和 es, 我 们 有 
1, :=n»—1 
(a on) — { 0, i<n—l 
(es, ea) = | 


于 是 rTCB5 一 {a, ”" “9 Cn—is en} 是 个 单 下 条 ， 其 Dynkin 图 为 
I(B,), 
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EE i .pt 由 


在 R" 中 了 IC,) 一 {m4，… ,0-1, 264o} 是 个 单条 ,其 Dynkin 
图 为 [Cc,). 
在 R” 路 (D,) 一 {a，…，an-i en-i 十 en} 也 是 个 单 x 系 ， 
其 Dynkin 图 为 工 D,)， 注 音 ， 
(esi1 十 cn en-i 十 en) = 2, 
0， 1 六  -- 2， 
“1, t=n—2 


(aj, 8 一 十 en) 一 | 


剩 下 求 还 要 研究 五 个 例外 情形 , 如 合 em 一 》， et， 那 么 对 
于 TI(G,) 可 在 Rs: 中 取 
11( G2) = {ei 一 cz，3e: 一 el}, 
对 于 PCF,) 可 在 R! 中 取 


II(F,) = {ei Ca 2 一 23 039 = (e1 一 ci ce2™ ci) 上， 


对 于 T(Es) 可 在 R? 中 取 


II( Ee) 一 {el YY C2 C2™ C39 C3 一 C4 OB4 一 65 Cio™— 6s 


一 El 一 2 一 2 二 十 
对 于 T(E,) 可 在 Rs 中 取 
II(E,) 一 {ei C29 C2 E31 23 一 CC 一 E535, C5 ~ C6, 


_ 8) _ _ 
C5 C07, py et Ci C2 2C3 一 es}. 


对 于 (Es) 可 在 R: 中 取 
Il(E;) 一 | < 62 2C2 一 CC3 一 EC4 一 65 
es 一 EC6y C6™ 21 C6 + cy，es 一 py ce 
这 就 就 明了 定理 2. 


由 定理 1 和 定理 2 就 解决 了 单 z 系 的 分 类 半 题 ， 即 决定 了 一 
切 两 两 不 相似 的 单 z 系 ， IC4)， II(B,),，IICC,), ICD ) 分 别 
与 典型 代数 4,，B。，C。， 刀 , 的 基础 根系 相似 。 IICG;)，II(CF,)， 
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I1(E,) (n 二 6, 7, 8) 称 为 例外 单 * 系 ， 在 定理 1 和 定理 2 的 基 
础 上 容易 推出 
定理 3， 两 两 不 相似 的 单 o 采 袖 典型 代数 4,(# 宇 1), Bs 之 
之 2)，Cn(n 之 3)，Dn(n 之 4) 的 根 季 和 另外 五 个 例外 单 5 条 
ZG), 2(F1), 2(E,) (n= 6,7, 8) 所 穷尽 , 而 它们 的 基础 向 量 
凶 分 别 是 II(G2), IICF4), II(E,) (n= 6,7,8). 
证 。 以 a1, 62，'** ,68 为 R' 中 的 一 组 标准 正 交 基 ,， 可 以 真 
接 验 证 
2(G3) = {ei— e;: te — 3e1,1,.1 = 1,2,3}, 
ZF4) = {te; tejt ej: 


= (+etesteste); i, j= 1,2,3,4), 


(Eo) = {ei— ey; tN 2 0;: 


(Earle 


ei 一 < 
2 . 


1 ， 1 8 一 1， ,6}. 
sx 有 -io 


i, 1 8 


- 
ZS(Es) = {i 土 e; 土 ej;, + (= eta 一 1 ); 


+ 人 ( 革 es) er™Y ei; «4 ); t ,7， 二 1 ,，*…， 38}， 


其 中 在 同一 式 中 出 现 的 i, j, 太 , m 两 两 不 同 ， 是 5 系 而 且 分 别 以 
I1(G2), ITCF;), (EB6), HCE1), II(Es) 为 基础 和 间 量 粗 ， 但 以 后 
我 们 将 证 明 , 有 单 代数 G,，、 Fs,， 56，E;， Bs 存在 , 它们 的 基础 向 量 
系 分 别 与 TICG;), TCF), IIC E56), IICE;)，ILCEs) 相 仅 ， 那 么 它 
们 的 根系 就 是 五 个 例外 单 o 系 ， 
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$3. 李 代数 G,、 


在 李 代 数 B 中 ,我 们 知道 
5 = {Ha,, hs ts 141, hs, hs C} 
是 它 的 一 个 Cartan 子 代 数 ， 合 


3 


2, 14 = 0}, 


1 


一 《EX 


旭 0 是 6 的 一 个 子 代数 .再 分 
G4, = V2 EE, 十 已 -1 
C-4 一 AM 2 五 十 Bair 
其 中 i,j, 上 为 1,，2,3 的 一 个 偶 排列 ,并 改 训 
Gia, 一 E+,, z 二 见 。 
对 任意 已 CEb ， 我 们 有 
[Go] = aGa, 
对 a 二 土 4%;, (i 二 1，2, 3) 以 及 a 二 和 一 h(i, 有 = 1,2,3, 
i 二 衣 )。， 如 分 
Hi 一 Hi,o,0, H; = Ho,i,0, Hs = Ho,o, 14, 
我 们 还 有 | 
[CC = 3H; ~— (Hi + H; + H;), 
[Co G1 21] = H;— Hx, 
0 i _ 20, G 7, 外) 为 偶 排 烈 ， 
[G1, G-1] = 3G1-1 (2X 7))) 
[ G1s—2,, Gx, ] 一 OGhi, 
[cx G-1 | 一 OxG-),, 
[G27,, CU] 一 OACN-A 一 OGA 
4 天 1! 而且/ 关 有 ). 
因 玫 ,b 和 Gi (i 二 1,2, 3)，, Gh- (i, 太 二 1,2,3,i 产儿 ) 生 
成 一 个 14 维 的 李 人 代数， 将 此 李 代 数 记 作 G;。 显然 是 Gz 的 一 
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个 Cartan 子 代 数 ， 
我 们 来 证 明 G: 是 咎 单 的 .为 此 ,将 G; 看 作 是 作用 在 七 维 列 同 
量 答 阅 VY; 上 的 线性 李 代 数 ,而 


i 0 0 
to 一 0 vi; = vit =— 0 9 (z 一 L ， 2， 3) 
0 0 e; : 


其 中 e; 表 第 i 个 分 量 为 1 而 其 余 分 量 为 0 的 三 维 烈 向 量 , 租 成 VV) 
的 一 组 基 。 我 们 先 证 明 V; 在 G; 的 作用 下 不 可 移 ， 实 际 上 , 融 普 
是 一 个 非 0 不 可 狗 的 不 变 子 空间 ,上 则 7 .在 5 的 作用 下 不 变 。 注 意 
到 


Hi = 0, Hiritevi 一 hivis Hi axiali 一 一 hivir » 
即 知 V 一 定 包 有 基 疝 量 Voy 8181172239 UL 9 125 V3 之 一 . 于 是 由 
Gv 一 一 A/ 2 v,, Gai = EV, GhsVi Vy 
G-livy 一 VM 2v,, GAUj 一 一 Soky Ohh 一 Vi 


Cjz2 一 M 2 mm， 
(在 第 二 烈 的 等 式 中 8 二 一 1 或 1, 根据 排列 (ij%) 的 奇偶 性 而 定 )， 
序 推 知 FF 二 77。 这 让 明了 G; 是 不 可 移 的 。 易 见 G2 的 中 心 为 0， 
因此 ,根据 第 二 章 定理 2 之 系 理 3 知 , G; 是 和 牛 单 的 , 
我 们 已 经 见 到 ，G: 对 于 的 根 是 土 h(i 二 1,2,3) 和 Ahi 一 4 


GR 二 1, 2,3,i7 有)， 我 们 证 明 刀 一 罗 和 入 租 成 G; 的 一 租 


基础 根系 ， 由 于 入 十 2 十 4 二 0， Gz 的 根 可 三 作 

土 袜 , 十, 土 ( 和 十 42)， 十 (1 一 2)， 士 (2 人 十 2)， 土 (人 十 212); 
双 因 和 = (一 入) 十， 这 就 证 明了 和 一 入 和 轩 粗 成 G2 的 一 
组 基础 根系 ,又 因 (hi 一 42) 十 Aiz 人 0 和 & 委 3) 都 是 根 而 当 太 之 3 


时 () 一)2) 十 3 不 再 是 根 , 故 2 一 一 3， 这 证 明了 
253 作风 
Gz 的 Dynkin 图 是 


Ne 和 
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ee ie ee rp | 


因此 G: 是 以 图 1 了 (G2) 为 Dynkin 贸 的 单 代数 。 
$ 4. 单字 代数 的 分 类 

定理 4 (W. Killing~E,. Cartan )， 全 部 单 李 代数 由 四 系 暴 型 李 
代数 4A,(n 宇 1),， Baz 1),， Cn(n 之 1) 和 D(z 之 3) 以 及 五 个 
例外 李 代 数 Gs, FI, E6, E1，Bs 所 取 尽 , 寂 倘 之 章 只 有 下 列 同 构 关 

z A Bi Ci, BT C3, A D,. 

永 。 根 据 第 六 章 定理 8， 我 们 知道 两 个 意 李 代数 同 构 当 且 仅 
当 宅 们 的 基础 根系 相似 ,因而 合同 。 又 根据 第 大 章 定 理 4 的 系 理 ， 
我 们 知道 一 个 年 单 李 代 数 是 单 的 当 生 仅 当 宅 的 基础 极 双 是 单 丰 
系 。 在 $2 中 我 们 已 经 定 出 了 一 切 两 两 不 相公 的 单 工 系 ， 写 们 的 
Dynkin 图 是 定理 1 中 的 人 (4,) (zn 守 1), T(B,)(n 之 2), TL(C,) 
(zn 守 3), IT(D,)(z 完 4), T(E,) (n=6,7,8).T(F,) 和 I(G,). 
因此 要 证 明定 理 4， 只 要 对 这 些 Dynkin 图 中 的 每 一 个 来 证 明 有 
一 单 李 代数 存在 ， 而 类 个 华 李 代数 以 所 昭 字 的 Dynkin 图 为 其 
Dynkin 图 . 

根据 $ 1 的 计 论 ,我 们 知道 在 第 一 章 $ 3 中 所 定 义 的 典型 李 代 
数 4(z 人 1)， 了 人 人 >1)，C 人 人 DT) 和 D(z 之 3) 分 别 以 
[Cd I(B,),I(C,) 和 I(D,) 为 其 Dynkin 图 ,而且 A1 法 8 
~ C1, Bi C3, A ~ Ds. 

又 根据 本 章 $ 3 的 讨论 ， 那里 定义 的 李 代 数 G2 是 单 的 而 且 以 
L(G,) 为 其 Dynkin 图 , 

因此 剩 下 的 关 题 是 要 证 明确 有 单 容 代数 F,, Es, E1, Es 存在 ， 
它们 分 别 以 本 章 $ 2 所 定 的 单 工 系 的 Dynkin 图 (Fs), (Ee)， 
Ey), (Es) 为 Dynkin 图 关于 Fs 和 E 的 存在 性 , 将 在 本 书 
第 十 二 章 中 给 出 . 如 果 假 定 E 存在 ， 划 因 IICE6)，II(E;) 是 
1I(Es) 的 子 关 了 系 , 故 Es, BE 的 存在 将 是 下 述 定 理 的 推荐 ， 

定理 5， 敲 8 是 个 牛 单 李 代数 ,8 是 七 的 一 个 Cartan 子 代 数 ， 
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而 忆 是 写 的 根系 设 2 是 开 的 一 个 子 集 ， 有 下 述 性 质 : (i) 如 
ao,BEZE 而 ac 十 BE6D, 则 zc 二 BED G) 如 CEZ, 则 一 zcEZ， 
那么 一 切 已 。, Ee, (a 《之 ) 张 成 g 的 一 个 秆 单子 代数 9g, 它 以 一 切 
Hs (a 允 ) 张 成 的 9 的 子 代数 9 为 其 Cartan 子 代数 ， 而 g 对 9 
的 根系 与 2 相似 ， 
旗 . 从 了 王 具有 性 质 \i 部 可 推出 9 是 一 个 子 代 数 ,而 且 g 的 

和 结构 公式 为 

[H,H]=0, H,HEY 

[H, Es] = a(H)E,., HEYVY,a€ 

[Eso, Ejs)] = Ho, CE 

[已 。， Bp] = NapgEa+p, a, BES. 
我 们 欲 姓 由 第 单 ， 只 要 证 阴 9g 的 Killing 型 非 混 化， 裔 X,Y 
9 ,以 (X,Y 了 Y) 表 gg 的 Killing 型 ， 设 有 Z69 使 得 对 一 切 XE 
9 ,(Z,X) 一 0 选 ! 的 一 棚 基 Hy, Hx，… ,Hr,, 其 中 yi， 
y2，……，7yw 为 2 的 一 个 极 大 线性 无 关子 集 ， 于 是 它们 和 所 有 的 
E.(a& ZZ ) 一 起 就 租 成 8 的 一 组 基 ， 可 以 写 


天 


2 一 >， aiHY, 十 S baEas 


i 二 1 aEr! 
其 中 a;»> ba 此 复数 , 对 任 疙 BE > 、 我 们 有 
(已 ， Es) = T+ ada, Hado,FE-a 一 0, 对 HEY 


以 及 
(Ee, Ep) = Trad gEoadyE_p=0,， 对 a€EB 而 a B 
于 是 / 
(Z, E-s) = bs (Ep, ELp), (1) 
但 是 | 


ad Es ad EpH = B(H)He, 

ad Eaad E_sEg = B(Hge)Eg, 

ad Epad E_pEr 二 Npr Np,-pHEr， 藻 y 大 B, 
根据 这 五 章 5| 理 3 有 
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NB,-B+Y — N-r,p= — NB,-Y 
以 及 
Np,yNB, -aty 一 — N-p,yNB, 7 一 了 (P + 1)(B. 8B), 
并 P，4 六 最 六 非 负 整数 使 y — kB (— p 夺 《 达 9) 都 是 根 ， 
ad Ep ad EsEy 一 二 glp + 1)(B, PB)E;, 
因此 
(Ep, E-s) 守 2(B, B) 二 0. 
于 是 由 (1) 式 推出 bg 二 0, 而 有 为 了 中 任 一 根 . 那么 Z 一 2》 aiHy 
i=1 
€ Db ， 历 对 任意 ”一 SaiHr, 《< 有 


(2Z ， Y) 一 >》， aiai( HrY;, Hy,) 一 0. 
i,1=1 


以 bh 表 一 切 日 -(a&《 允 ) 的 实 系 数 线 性 钥 合 所 租 成 之 空间 。 设 
H= > biHr;, 其 中 5 为 实数 , 则 


(H,， H) = >, PpP(HY, 
TErT’ 
PH) = (H. Ho) 一 2 byi. 0). 
因 (Y;, 9 ) 是 有 理 数 , 故 (H,，H) 宇 0。 又 如 (8H,H) = 二 0, 则 对 一 
切 pe 2 ,gp(H) = 0; 特 别 
Yi(H) 一 2 bys, Yi) = 0， 1 二 1， 2 …。 1, 


但 Yl on’ 线性 无 关 , 故 det 《4 全 yi) )1<rj<m 0、 因 |! 比 2 一 曲 
(1 委 : 这 nw), 即 太 二 0， 这 证 有 明了 g 的 Kiling 型 在 bg 上 的 
记 导 是 定 正 的 , 亦 即 
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((Hy;, Hr;) Nigiies 

是 一 定 正 矩 阵 ， 因 而 非 退 化 .这 个 矩阵 也 是 8 的 Killing 型 ， 在 
Dy 上 的 诱导 相对 于 多 的 基 已 y ，.… ,6 的 系数 答 障 ， 因 此 9 的 
Killing 型 在 y 上 的 诱导 非 退 化 。 于 是 由 《〈《Z，7) 二 0 (对 一 切 
YEy 导出 Z 一 0. 这 证 明了 9 的 Kiling 型 非 退 化 ， 因 而 9 
咎 单 ， 至 于 久 是 9 的 Cartan 子 代数 ,以 及 9 相对 于 b 的 根 夭 与 
相似 这 两 点 ,是 很 显然 的 。 
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议 9 是 复数 域 C 上 的 一 个 李 代 数 。 8 的 一 个 可 逆 钱 性 变换 4 

如 具有 性 质 ， 
A[X,Y] = [AX, AY)] 

(对 一 切 藉 , YE9g)， 就 称 为 9 的 一 个 目 同 构 。 9 的 自 同 构 的 全 体 
和 组 成 一 砂 , 称 为 6 的 自 同 构 从, 记 作 Aut9.， 自然 , Autg 是 g 上 一 
切 可 逆 线 性 变换 所 租 成 的 复 解析 好 GZL(r，C) = GL(g) 的 子午 ， 
7 为 9 的 维 数 ， 因 Autg 是 GZL4r，C) 的 于 子 双 ， 故 Autg 本 身 也 
在 一 个 复 李 奉 . 

久 , 9 的 一 个 线性 变换 D 称 为 9 的 一 个 导 子 、 如 果 D 具有 性 
盾 : 

D[X,Y] 一 [DX,Y] 十 [X, DY] 对 一 切 X,Y&€g. 

8 的 慎 子 的 全 体 钥 成 8 上 全 体 线 性 变换 所 租 成 的 李 代 数 gl(z, C) 
一 91(9) 的 一 个 子 代数 , 称 为 9 的 导 子 代数 ,写作 aut 9， 

定理 1、antg 是 Aut 9 的 李 代 数 ， 

证 . gl(r+, C) 是 GL(z, CC) 的 李 代 数 ，Autg 作为 GL(r,C) 
的 于 子 邓 , 可 静 眉 以 gr，C) 的 子 代 数 a 作为 宅 的 李 代 数 , 

任 取 DE€a， 于 是 , 对 于 任意 复数 1, exp iD € Aut 98, 好 exp itD 
是 8 的 目 同 构 ， 我 们 有 

exp tDIxX， Y] = [(exp ttD)X, (exp tD)Y), 

对 一 切 X, YE9， 将 expzD 写作 


Eire. eg pe 


1) 坑 攻 本 音 , 须 具备 李 恒 的 基本 知识 ， 见 C. Chevalley, Thsory of Lie Groups 
Vol. I, Princeton University Press，1946. 性 者 也 可 略 去 本 意 河 直接 直流 以 后 
几 意 ， 
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exp sD = 1 + 72D + 2D,, 
而 D, 为 一 和 矩阵, 当 上 一 0 时 , D， 一 二 于 是 


(IT 十 zD 十 2D)LX, YY] :一 i + sD + 2D.)X, 
(IT + 2D + FO)Y]). 
展开 上 式 得 
(X, YI DxX, Y + 2D{X,Y]= 
= [X,Y)}+ EDX, YI + [X, Dr]1 + 
+ ZEDX,Y +DY 十 22DY] 1 
+ 2[DX, DY + DY} + FX. D,Y] 
将 双方 除 以 :, 再 分 :一 0 妈 得 
DIx,Y})= [DX,Y] + (xX, DY]， 
因此 DD 是 8 的 叶子 ， 这 证 朋 了 a 千 aut 9. 
现在 设 DE aut9, 邵 
DIxX,Y]= [DX, YY] + [xX,DY]. 


用 归纳 法 可 许 
D?[X,Y S —— {DX, DtY), 
一 k=0 2 7)! ] 
于 是 
oo 
exp sDIX, 7 一 语 一 一 [DX, Dr~*y ] 


=0 p! t=0 ki(p — ky)! 
一 en iDX , exp tDY ] 
因此 exp tDE€ Aut 8g， 于 是 DEn, 这 刻 明 了 autg 三 0%， 
至 此 定理 1 证 华 , 
作为 定理 1 的 推 葵 立 得 : 单 连通 李 革 的 自 同 构 人 与 一 李 邓 
(印字 的 李 代 束 的 自 同 构 者 ) 同 构 ， 此 李 天 的 李 代 数 是 这 个 单 迷 肖 
地 芥 的 李 代数 的 导 子 代数 
仍 设 9 为 李 代 数 . 对 任 一 X€8, 我 们 知道 ad 义 是 9 的 内 导 
子 ，8 的 内 导 子 的 全 体 构 成 一 李 代 数 称 为 9 的 内 导 子 代数 ， 记 作 
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ad 9. 自然 , ad 9 是 aut9 的 子 代 数 ， 因 此 ad 9 是 Aut9 的 单位 元 的 
连通 分 支 所 构成 的 解析 举 的 一 个 解析 子 兴 的 李 代 数 。 这 个 解析 子 
举 记 作 Adg, 称 为 李 代 数 9 的 内 自 同 构 圣 . 


如 果 8 是 解析 对 多 的 李 代 数 , 以 4 表 人 的 伴随 表示 : 
zz — > da (ao: zt oo ), 


则 4 将 瑟 映 入 GL(9)， 因 da 皆 是 8 之 自 同 构 , 故 4 将 @ 映 人 
Autg。 我 们 知道 ,对 一 切 X E9: 


dA 
X —-> 3dX， 


即 44 将 8 映 到 adg 之 上 ， 这 指明 , ad 9 是 解析 区 {das | cEG} 
的 李 代 数 ， 因 (das | o€ 6} 与 Adg 同 为 GL(9) 的 解析 子 芥 而 它 
们 有 相同 的 李 代 数 , 故 : 

Adg= {das |o€ GB} 
又 因 {das lockEG 与 6 的 内 自 同 构 春 同 构 ， 这 裔 明了 为 什么 将 
Adg 称 为 g 的 内 自 同 构 华 的 道理 . 

一 般 设 来 ，Ad 9 不 一 定 是 Aut9 的 尖子 芥 ， 保 对 于 全 单 代数 
来 膏 , 这 却 是 对 的 ， 这 基于 

定理 2。 咎 单 李 代 数 g 的 导 子 都 是 内 导 子 , 季 autg = ad 9g. 

证 。 设 D 昨 8 的 一 个 导 子 。 定义 一 个 新 的 李 代 数 91, 它 由 一 
切 (X，, AMD) 和 组 成 ,XEg, 1 为 复数 ， 定 义 

(X, 1D)+ (Y, £2D)= (X+ YY, (4+ 42)D), 

[(X, 4D), (Y, xpD)] = ([X, YY] + iD(Y) ~— D(X), 0), 
显然 9 成 一 向 量 空间 ， 而 且 换 位 运算 对 两 个 变 元 来 改 都 是 线性 
的 。 要 旋 gi 成 一 李 代 数 ,还 需 证 Jacobi 导 等 式 成 立 。 我 们 有 

[[(X, 4D), (7Y，pD)]， (2 ,»D)] 

= |[([x, Y] + AD(Y)— pD(X), 0), (2 , »D)] 
= [[x,Y})+ AD(Y) — pD(X), 2Z) 

— pD([X, Y] AD(Y)— D(X)) 
= [[xX, Y],Z]+ aD(Y),Z1C— 
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— pI[D(X), 2] — vDLX, YY] 
— ApD(Y)+ vuD(X). 
由 此 容易 看 出 Jacobi 恒等式 成 立 . 

我 们 断言 , 91 不 是 咎 单 的 。 设 9 站 单 ， 则 g = {(X,0)|X 
E91+， 易 见 go 与 8 同 构 , 因 而 是 的 一 个 直 征 理想， 因此 9 有 以 
下 的 分 解 : 

9 一 {X.、0)1XE9 十. 
比较 和 维 数 , 知 a 是 一 维 的 。 这 与 9 人 第 单 相抵 鲁 。 

令 设 + 是 9 的 极 类 可 解 理想 . 

因 9 站 mr 是 9 的 可 解 理想 , 故 gfnhr 一 (0)， 因 此 

9 一 8 十 上 (理想 站 和 )， 

自然 + 是 一 维 的 , (0, DD) 在 此 站 分 解 中 : 

《0,D) 一 (4,0) 十 7T，TEr 


于 是 
[(0 ， 万 ) ， (X.,0)] 一 [( 4、 0 ). (X， 0)]， 
寺 
(DX, 0) 一 ([4,， X|， 0). 
因此 
DX = ad AX. 
这 就 证 明了 
D=ad A. 


柔 理 1. 和 牛 单 李 代 数 9 的 内 自 同 构 芥 Ad 9 是 寂 的 自 同 构 闭 
Autg 的 单位 元 的 连通 分 支 , 因 而 是 Autg 的 开 子 价 . 

系 理 2. 单 连 通 千 单 李 有 达 @ 的 自 同 构 委 是 一 李 和 对， 写 的 李 代 
数 与 6 的 李 代 数 9 同 构 。 更 进一步 ,6 的 自 同 构 从 的 单位 元 的 
连通 分 支 序 是 宅 的 内 自 同 构 春 . 

前 一 - 断 导 由 定理 1 的 推 熙 及 ad 9 之 9 推出 。 后 一 断言 由 系 
理 1 推出 . 

设 9 为 定单 李 代数 ，Aut 9/Adg 称 为 8 的 外 自 同 构 人 对， 在 下 
一 节 里 我 们 研究 这 个 等 的 和 辐 构 , 
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定理 3。 守 单 代数 9 的 自 同 构 谷 Aut g 和 内 自 同 构 价 Ad 9 的 
中 心 都 仅 由 单位 元 构成 ， 
证 。 座 4 是 Aut9 或 Ad38 的 一 个 中 心 元 素 . 对 任 总 XE9 及 
任意 复数 :!, e”“*” 是 9 的 内 自 疗 构 ， 于 是 
AetsiX 一 edX4, 
比较 上 式 双 方 + 的 线性 项 即 得 
AadX=adXA, 
妆 对 任意 YE 都 有 
(4adX)y = (ad XA)Y, 
邹 
[AX, AY] = [X, AY]. 
因 A 为 g 的 自 同 构 , 故 4X 一 Xi; 这 表明 4 是 9 的 恒 周 映射 . 


$2. 牢 单 李 代 数 的 外 目 同 构 对 

设 9 是 御 单 李 代 数 . 以 Aut 9 表示 9 的 自 同 构 价 , 以 Adg 才 
示 9 的 内 自 同 构 擎 ， Adg 是 Aut g 的 单位 元 的 连通 分 支 ， 因 而 是 
下 规 子 价 。 商 价 Aut 9/Ad 9 称 为 8 的 外 自 同 构 王 ,我 们 要 在 这 一 
节 里 研究 写 . 

讼 9 是 8 的 一 个 固定 的 Cartan 子 代数 .以 A 表示 9 的 所 有 将 
b 映 到 之 上 的 自 同 构 的 集合 ， 它 自然 是 Aut 9 的 一 个 子 价 . 对 任 
瘟 AC《UA, 倒 z 

A—>AAdg. (1) 
这 是 一 个 将 艺 映 人 Autg/Adg 的 同 态 映 射 ， 我 们 来 就 明 写 是 映 上 
的 ; 设 B6EAutg, 则 了 9) 也 是 9 的 一 个 Cartan 子 代数 ， 根 据 第 
三 章 的 定理 6(Cartan 子 代数 的 共 连 性 定理 ), 有 UE€ Adg 使 U(D) 一 
B-(b)， 于 是 BU(9)= 二 0, 序 4 = BUEM 因此 4 Ad 9g = 
B Ad 9, 序 映 射 (1) 是 映 上 的， 以 ML 过 同 态 (1 ) 的 核 ,于 是 
HW 2 Aut /Adg9., 

因此 我 们 可 以 研究 3/%。, 以 免 直接 研究 Aut 9/Ad 9， 
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设 4€%4, 于 是 4 在 9 上 诱导 出 一 个 变换 更 进一步 我 们 有 
引 理 1。 设 4 为 & 的 一 个 自 同 构 而 4(9) == 9， 那么 A 引起 
% 的 一 个 正 交 变换 ,并 且 引 起 9 的 根系 的 一 个 苇 换 (我 们 假定 利用 
9 的 Killing 型 将 根 稀 入 9). 
证。 讼 a&€Z,Z 为 8 的 根系 ， 取 5。€ 9g”, 则 对 任 窟 日 Eb 有 
A{[H, Es] = a(H)AEs = [AH, AE.]. (2) 
所 以 4E。 也 是 根 癌 重 。 另 一 方面 ,如 果 用 公式 
o*(H)=(H, AH.), HED 
来 定义 一 个 0 上 的 线性 图 数 ,那么 4H。 = He*， 于 是 
oH)= (H, Hae) = (AH, AH:s) = (AH, Ha*) = a*( AH), 
所 以 从 (2) 式 得 [4 日 ,， 45c] = 二 a*(AH)A4Ea。 义 因 49 二 9, 所 以 
[H, AE.] = a*(H)AEa, 
即 4E。 是 相应 于 根 a* 的 根 向 量 。 于 是 A4H。 = 二 Ha*€ 如， 因此 
A 二 多 又 因 Kiling 型 对 的 限制 是 bg 的 一 个 欧 拓 度量 ,而 
9 的 自 辐 构 保持 Kiling 型 ， 所 以 A 引起 ts 的 一 个 正 交 变换 ， 又 
由 4H。 二 Ha , 或 对 仿 地 瞪 4a 一 a*， 即 知 4 引起 根系 的 一 个 证 
换 。 这 证 明了 5 引 理 1. 
这 样 ， 任 一 4 € 4 都 引 田 tm 的 一 个 正 交 变换 并 引起 根 的 一 个 
起 换 , 训 由 4 所 引出 的 y 的 正 交 变换 为 八 4), 于 是 有 映射 
A—> fA4). : (3) 
自然 这 是 个 同 态 映 射 ， 忆 此 同 态 的 象 为 和， 我 们 来 总 明和 浆 由 的 
所 有 那些 正 交 变 换 组 成 ,它们 引起 根系 的 一 个 加 换 。 实际 上 , 设 o 
是 bh 的 一 个 正 毒 变换 ,并 设 5 引起 根系 2 的 一 个 置换 因此 5 是 
2 的 一 个 自 合同 .那么 根据 第 五 章 定理 6，ce 可 扩充 成 9 的 一 个 自 
同 构 4。， 而 4。 对 于 根 的 作用 与 a 相同, 序 4sHs 一 oHa， 对 一 切 
a€ 5， 自然 4s€A 而 从 As) = 二 6， 以 半 表 示 同 态 (3) 的 核 , 于 是 
QU/ a S (4) 
再 记 在 辐 态 (3) 之 下 的 象 为 人 S, 则 
/NN A 二 S, : (5) 
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我 们 下 证 明 

引 理 2。 9 的 一 个 自 同 构 4 将 9 中 每 个 元 素 和 都 保持 不 动 的 充 
要 条 件 是 .有 疗 E5 使 得 4 一 eaaf 

证 . 条 件 的 充分 性 是 显然 的 。 并 题 在 于 话 明 条 件 的 必要 性 . 
设 4€ Aut 9, 而 4 一 瑟 ( 人 对 一 切 妃 Eb). 特别 , 这 时 4 也 将 每 
个 根 者 保持 不 动 , 于 是 有 

AbFa = VaEa, yu 天 0。 
可 以 选 根 辣 量 Er 使 
{Ea Eel = Ho, 
于 是 从 此 关系 式 推出 
Vav-a 一 人. (6) 

又 从 关系 式 [Ea, Ep] 一 NapEa+s(B 关 +a) 推出 , 当 a,B.a+B 
E 之 时 


?ya178 = Da A. (7) 


讼 a. wm, .………。av 是 一 组 基础 根系 ， 对 任 一 根 a, 汪 & 一 


5D) miai, 其 中 mm 全 是 非 负 整数 或 全 是 非 正 整数 .从 (6)，(7) 两 


式 利 用 归 粹 法 可 以 诈 明 


裔 和 详 E1, 则 自 同 构 B 一 ef 一 S 工 (ad 记 )” 将 日 中 每 个 


rf 三 位 r! 


元 素 都 你 持 不 变 , 而 对 于 每 个 a € >， 


oo 


Re A 61]] 
"个 


# 一 站 | — 
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选取 音 使 wi( 彰 ) = log yo (1 委 ; 委 2); 因 va, 关 0, 故 当 log va 
确定 时 , 在 被 唯一 确定 。 于 是 

BEa, = ei\D)E,, = el Ea, = Va,bEa,, 
而 一 般 地 有 


从 
, >, miar(H) 
BE, = et)Ea 一 ei=! Ea 


-一 ] (ei(H)) ms Fa= 由 vaiE。 = VaBs, 
一 1 i=1 


这 就 证 明了 4 = B = es# 

从 引 理 2 立刻 推出 中 C 9h。 因 此 (5) 成 为 

wy 中 6. (8) 
那么 从 (4),(8) 两 式 推出 
A 3/S. 

我 们 再 趾 肯 

引 理 3。 扣 一 到 ， 即 g 的 那些 将 ! 上 映 到 9 的 内 自 同 构 在 
bo 上 诱导 的 线性 变换 正好 构成 8 的 Weyl 擎 . 

证 ， 证 明 分 两 步 进 行 . 

1) 先 诈 明 CS， 这 只 要 证 有明 Ss(a€ 23) 是 形 为 U=e** 的 
一 个 自 同 构 在 h。 上 的 诱导 邹 可 ， 取 


i 
一 (Es 二 Es) 
M2(a, a) 
UH=H+ Sl (ad XY 十 
?=0 (2p 二 1)1 


一 1 
十 。 
p=0 (2p 十 2)1 


(ad X PH 


可 是 容易 验算 


.NN2p+l 
(ad XPHH 一 MT)” HE, + FL.), 
2(a， C ) 
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， AN\2p 十 ? 
(adXyztg = 人 a HH 


4 


于 人 么 
S | 2p+1 
> (2p + 了) “ad XI A 
CT Gr) H)(—E. + E..) 
p=0 (2p 十 1)! /2(a, &) 中 | 
= vw (一 1 H 一 已 。 十 Ea 
(2 (2p + 1)! )- 元 a) “eA | 
二 Sin ze 万 二 二 “02 十 E-.) = Uy, 
2(a, a) 
1 4 25 十 2 
p30 (2p + 2)! (sXe 
1 (zn ) P12 
Pp 三 0 (2p 十 2 )1 (a, a) HH 
= PE AH)H.. 


因此 对 任 一 已 E5, UH &€ 90。， 这 证 有 表 了 UU 将 9 保持 不 动 ， 于 是 根据 
3 理 1、U 诱 导出 % 的 一 个 正 交 变换 而 且 引 起 根 的 一 个 七 换 。 入 
根据 上 面 的 计算 知 , 对 一 切 吾 人 P。 UH 二 HH, 而 Ps 由 方程 a(H)= 
0 所 定义 ， 序 0 将 P。 中 向 量 都 保持 不 动 。 仍 根据 上 面 的 计算 
有 


COSN™ 


UHa = Ho 二 L a( Ha)jHa = — Hoa, 
,a 
所 以 U 在 % 中 诱导 的 变换 恰好 是 对 于 超 有 平面 Ps 的 反射 Se。 这 吏 
是 所 要 让 明 的 . 


2) 现在 再 来 起 明 名 一 多 . 
设 tr€6，T 引起 根系 3 的 一 个 自 合 同 ， 因 而 将 的 一 组 基 
础 很 系 {ai, U23"""， on } 变 到 另 一 租 基 础 根 条 《raa， To, 四 ,Tan} 。 
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于 是 Tf 就 把 ia, oa， ,an} 所 确定 的 Weyl 并 
Co 一 taEb 使 得 wa) > 0, 对 :一 1, 2，…，7} 
变 到 由 {Ta ,raz，: ,tan} 所 确定 的 Weyl 于 
Ci 一 {HE€b 使 得 ta(H) > 0, 对 i = 1,2,，…:, 2). 
因 Weyl 对 太 可 递 地 作用 在 著 Weyl 间 之 上 ， 故 有 SEW 使 
SCCo) 一 Cl。 于 是 SrTir(CCco) 一 Co 全 六 一 SrT， 则 rcES 而 
TC0) 一 Co， 只 要 证 妇 E 殉 即 可 . 
将 五 扩充 成 8 的 一 个 内 自 同 构 4, 使 得 
Ar(Ha) = THe), 对 一 切 akE 卫 ， 
那么 4 二 b, 因此 4 € Wb， 如 果 我 们 能 证 明 有 全 9 使 得 4: 一 
et , 那么 4- 就 将 b 中 每 个 元 素 都 保持 不 动 ,于 是 mm 是 gm 上 的 钙 
同 变换 , 自然 有 6 WW， 
tj 也 可 看 成 是 名 的 一 个 正 交 变换 ,而 引起 根系 的 一 个 置换 ， 
如 果 对 一 切 EE 胖 ， 定 义 7€ 二 rH:， 而 对 所 有 《9,H: 由 条 件 
E( 互 ) 二 (日 ， Hi) 唯一 确定 。 将 Tt 表 成 要 的 相 异 输 换 之 积 7 一 
01'*'0p。 相应 于 这 个 分 解 ,我 们 写 


p 
g 一 日 十 > gi, 
=1 

而 g" 是 c 中 所 包含 的 根 的 相应 根子 空间 的 站 各 ， 则 gi 是 41, 的 
不 变 子 空间 .。 发 xz“ 是 ca cz ap 中 之 一 ， 写 5 一 (ay ol(a)， 
69 (a)), 9 为 翰 换 5 之 长 ,那么 9 有 一 租 基 FE，FEca 
Esea-ua)， 分 

ArEokt(a) 一 VriEstftia), R=0,1,.**,g—1 
于 是 在 g 中 ,Ar, 对 于 基 Fe，Boo，:… ，Eoa-xo) 的 矩阵 是 

00 0: 0 vy 
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因此 在 9 中 41 的 特征 方程 是 
人 3 DiD2 Vg 一 0。 
在 上 述 讨 花 中 ,如 用 4:.8B 代替 4+,, 其 中 巨 一 e ,HEb, 也 
有 4ArBEW 而 且 41.8 在 根 上 引起 的 置换 与 4- 所 引起 的 相同 ， 
因此 以 上 讨论 对 4r.8 也 有 有效。 这 时 41,8 在 9 中 的 特征 方程 将 
是 
1 一 vip .2 一 0. 
由 于 ad HEotca) 一 ot(a)(H)Eotoa), 玖 oe’ d HE eka) = e (NWD Era), 
于 是 V 一 ea 因此 458 在 g 中 的 特征 方程 也 可 写作 
> oR (aH) 
人 ?4 一 ek=1 ViD2' "D4 = 0。 
分 
Co 一 导 E 使 得 (we) > 0， 对 一 1 2 9 
riCCo) 一 Co 故 rm 一 2 TI1(Z-) 二 .因此 a, so(a)， 


4 


aa) 或 者 全 都 是 正 根 ,或 者 全 都 是 负 根 ,所 以 》) o*-!(a) 
到 0。 那 么 可 以 选取 日 €9 合 得 
3 ck (aX(H) 
et=) vi''"Do 1 
对 gg = cc ao 都 成 立 ， 于 是 402 在 > 9 中 不 能 以 1 
作为 特征 根 , 因 此 四 


s3,a N (Por) = (0), 


年 
-rv 
i 


这 里 功 
04.8 一 tXE9g 使 得 有 非 负 整数 六 存在 ,使 
(AnB — 1)”X 一 0 上 
于 是 94,aC 
我 们 先 让 明 
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引 理 4。 设 4€ Adg, 上 则 dim 9y 守 n, 这 里 > 是 g 的 秩 , 也 是 
b 的 维 数 ， 

证 。 先 设 4 二 exdx,XE9， 这 时 自然 有 9 了 gx 因 dim 
9x 之 2 故 这 时 引 理 4 成立， 因此 引 理 4 对 于 Adg 的 单位 元 的 一 
个 充分 小 的 邻 域 中 的 4 成立， 

现在 任 取 一 4€ Adg.。 因 Adg 是 连通 李 录 ,4 与 Adg 的 单位 
元 了 可 用 一 条 闭 曲 线 相 连 ， 而 这 条 并 曲线 可 用 有 限 个 坐标 开 邻 域 
品 ， U2, ,Um 六 住 ,大 可 假定 U3I, Un3A, 和 而 Uj 站 Un 关中 
(i 二 1,2, ,mm 一 1)。 还 可 设 引 理 3 对 Ui 中 的 自 同 构 4 成 
并 ， 现 就 4&€《 0,, 写 


dt 1 — A) =— D019(4), 


其 中 r 为 9 的 维 数 ， pol A ), pi A), ”9 P(A) 都 是 4 的 解析 落 


数 ， 对 于 A € UifN U,, 我 们 有 po A) = pi(A) E2 。。。 三 衬 pi 三 
0。 因此 对 于 46 U;,, po( A ) = pi(A) = 二 pn A) 三 0 出 


成 立 。 这 丁 阴 了 引 理 4 对 于 UU; 中 的 自 同 构 4 也 成 立 。 如 此 炎 和 编 
下 去 ;, 即 可 旋 明 引 理 4 对 于 所 取 的 4 成 立 , 

我 们 册 回 过 头 来 悉 绪 旋 明 引 理 3。 将 引 理 4 应 用 到 4 8 上 
联 得 出 dim 94; 5 之 dim b。 但 已 证 得 94- sCD， 政 有 94; 8 一 b。 注 
意 4r8 引起 欧 氏 空间 0。 上 的 一 个 正 交 变换 , 而 写 的 特征 根 双 都 
是 1; 因 正 交 变 换 的 彻 等 因子 都 是 单 的 , 故 A418 在 上 上衣 导 出 屋 
同 变换 ， 因 此 4r,8 在 0 上 也 诱导 出 优 同 变换 。 根据 引 理 2 ， 有 
HE€b 使 408 = e* ,于 是 Ar 一 ex" 人) 这 就 是 我 们 所 要 证 
明 的 ， 

这 样 引 理 3 就 完全 证 朋 了 ， 

积 合 上 面 的 讨论 ,我们 得 到 下 面 的 定理 ， 

定理 3。 发 9 是 个 牢 单 李 代 数 ， 用 Aut g 表示 9 的 自 同 构 震 . 
用 Ad9 表示 9 的 内 自 同 构 便 ， 再 设 b 是 g 的 一 个 Cartan 子 代 数 、 
用 之 表 mm 中 所 有 那 种 正 效 变换 所 和 粗 成 的 恒 ， 写 们 每 一 个 都 引起 9 
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的 根系 的 一 个 秆 换 ， 再 以 帮 表 gg 的 Wey] 从 ,那么 WV 是 人 的 正规 
子 对 而 且 
Autg/Adg ~ TT/W, 
这 个 定理 有 下面 这 个 了 系 理 ， 
杀 理 . 年 单 李 代数 9 的 外 自 同 构 每 与 这 样 一 个 有 限 千 G 同 
构 .G 由 9 的 一 租 基 础 根系 11 的 所 有 自 合 同 粗 成 . 
证 。 只 要 证 全/W 与 G 同 构 朗 可. 9 的 基础 根系 开 租 成 
峙 的 一 钥 基 ; 故 G 是 S 的 一 个 子 恒 . 设 r€6G, 分 
T —> TW, (9) 
一 个 从 G 映 入 人 /WwW 的 网 态 ， 此 同 态 的 核 是 G 门 Ww. ;是 
作用 在 Weyi 则 之 上 的 正则 吉 换 脸 , 故 G 们 WV 仅 由 恒 同 变换 组 
成 。 我 们 再 证 朋 此 同 楚 将 G 映 上 人 /WW， 说 ok€ 信 ,可 设 o 站 1 将 由 
II 所 确定 的 Weyl 间 Co 映 成 另 一 Wevyl 间 C1, 部 oo 六 C0) = C1. 
因 Wey 便 W 可 他 地 作用 在 庄 Weyl 站 之 上 ， 故 可 设 有 SEW 使 
SCCo) = Cl， 于 是 65( Co) = Co。 这 样 m 一 cs 就 是 基础 根系 I 
的 一 个 自 合 同 , 朗 o1.€ C， 显 然 有 cl 儿 二 oSWV = ao， 这 证 朋 了 
同 仿 (9) 将 G 映 到 令 /Wy 之 上 ,于 
G ~ gw. 
这 个 系 理 还 可 推广 成 下 面 这 个 较 强 的 形式 ， 
定理 6， 设 9 是 个 牛 单 李 代数 ， 以 Aut 8 表示 9 的 自 同 构 便 ， 
以 Adg 表示 9 的 内 自 同 构 党。 设 9 是 g 的 一 个 Cartan 子 代数 ， 
II = tm, wm， *…, ar} 是 9 相对 于 的 根系 的 一 粗 基 础 根 条 ， 对 
每 个 wE 开 选 Ezo; 《9 使 (Es,, 5-o) 一 1。 那么 开 的 每 个 自 
合同 gg 都 可 以 唯一 地 扩充 成 8 的 一 个 自 同 构 4。, 并 有 性 质 
A Eta) 一 Exens i= 1,2,.*"*,n, (10) 
一 切 这 种 自 同 构 和 组 成 一 全, 它 与 I 的 所 有 自 合 同 租 成 之 从 同 构 ， 
记 此 奎 为 G , 那么 
Autg= GAdg, G/NAdg = {i}. 
证 ， JU 的 每 个 自 合 同 o 都 可 以 唯一 地 扩充 成 9 的 一 个 具有 
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性 质 (10) 的 自 同 构 4:， 这 是 第 六 章 定理 3 所 证 明 的 , 所 有 这 种 自 
同 构 4。 组成 一 恒 G ， 写 与 开 的 自 合 周全 G 同 构 是 显然 的 , 十 是 
根据 定理 $ 的 系 理 环 有 
Autg/Adg 之 GG 
又 因 G 是 Autg 的 子 春 而 G 中 只 有 恒 同 自 同 构 才 是 内 自 同 构 , 故 
Aurg = GAdg, GNAdg= {I}. 

这 了 吏 证 明了 定理 6. 

利用 定理 6 或 者 利用 定理 5 的 系 理 ， 可 以 确定 出 单 李 代数 的 
外 自 同 构 春 . 

系 理 . 单 李 代数 的 外 自 同 构 擎 如 下 塌 所 示 : 


单 代 数 A1 Anln>1) | Bn(n21)!| Cn(n21) |Dn(n3, n+4) 

外 自 同 构 苦 人 2 阶 循环 天 {7} {2} 2 阶 循环 和 
Da Fe E7 Ee Pa Cry 

三 个 文字 的 对 称奇 | 2 阶 循环 大 {1 {7} {1} {7} 


最 后 ,我 们 来 具体 定 出 典型 李 代 数 的 自 同 构 积 . 

我 们 知道 4, 是 全 体 行列 式 为 1 的 (= + 1) x (n 十 1) 复 条 数 
矩阵 所 组 成 之 颂 SL(n 十 1, C) 的 李 代数 ，5L(n + 1, C) 的 内 自 
同 构 有 形状 


Z-—>PZP7™， 对 一 切 ZE€5L(n 十 1，C)， 
其 中 PE SL(n 十 1, C)， 这 样 一 个 自 同 构 的 微分 是 
X 一 PXP™"， 对 一 切 X€ 4，, z 
因此 4; 的 内 自 同 构 导 是 SL(zw 十 1, C) 对 于 下 的 中 心 的 商 合 , 此 


沽 已 作 PSL(n 十 1, C)， 易 证 SL(n 十 1, C) 的 中 心 是 直 e+17 
生成 的 十 1 阶 循环 从 ， 当 wx 二 1 时 
XC—X" 
是 4, 的 一 个 外 目 同 构 . 
5,。. 是 由 一 切 行 烈 式 为 1 且 适 合 条 件 
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1 0 1 0 0 
ZI|0 0 IZ =1:0 0 7 
0 7, 0 0 1, 0 


的 和 矩阵 Z 所 组 成 的 全 SO(22 十 1，C ) 的 李 代 数 ， 可 证 SO(2x 十 1， 
C) 的 中 心 仅 含 单位 矩阵 。， 因此 , 同 理 可 证 ,8B, 的 内 自 同 构 兴 ( 济 
即 外 自 同 构 谷 ) 是 SO(2z 十 1, C). 

Cs 是 由 一 切 适 合 条 件 


0 TAN 0 I 
z(_ 人 2 四 ( 7 ) 
的 垂 阵 Z 所 和 组 网 的 且 Sp (2w, C) 的 李 代 数 , 可 证 Sp(2n, C) 的 中 
心 由 土 Tz 组 成 ， 记 Sp《2nx, C) 对 于 宅 的 中 心 ( 土 Fo 上 的 两 奉 为 
PSp(2n, C)， 同 理 可 施 PSp(2n, C) 就 是 C, 的 内 自 同 构 价 (也 是 


外 自 同 构 价 ). 
Du 年 由 一 切 行 烈 式 为 1 上 且 适合 打住 
0 TAN 0 了, 
z (7 ,)2 =-() ) (11) 
的 矩阵 Z 所 组 成 的 天 SO(2n, C) 的 李 代 数 ， 可 证 SO(2nx, C) 的 
中 心 由 土 7 组 成 ， 妃 SO(2nx, C) 对 于 宪 的 中 心 { 土 Po 的 商 重 
为 PSO(2n, C)， 同 理 可 率 PSO(2n, C) 是 也, 的 内 自 同 构 于 . 
全 体 适 合 条 件 (11) 的 和 撼 阵 粗 成 一 革 , 记 作 0(2x, C)， 如 PEO 
(2n,C) 而 detP 二 一 1, 那么 
X— PXP™ (XE€D,) 
就 是 D; 的 一 个 外 自 同 构 。 于 是 当 n 之 3 而 w 关 4 时 ， DD, 的 自 
同 构 和 性 就 是 0(2z, C) 对 于 它 的 中 心 { 土 I } 的 商 价 PO(2n, C). 
利用 以 上 这 些 讨 论 ， 我 们 可 以 导出 低 稚 典型 并 之 问 的 一 些 同 
构 关 系 ， 例 如 ,从 4 Bi Ci 导出 PSL(2,C) ~ SO(3,C) ~ 
PSp(2, C)。 双 从 B: = C: 导出 SO(5, C) 之 PSp(4, C)。 又 从 
di sn D; 导出 PSL(4,C) PSO(6, C). 


尘 
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31. 基本 概念 


设 9 是 个 李 代 数 而 斑 是 复数 域 上 的 一 个 有 限 维 向 量 空间 从 

9 机 和 八 李 代数 SLKT ) 的 一 个 同 态 p: 
X -> p(X) (1) 
称 为 9 的 一 个 线性 表示 ， 或 简称 表示 ， 而 了 称 为 表示 P 的 表示 空 
间 ， 所 的 维 数 称 为 表示 的 级 数 ， 如 在 了 中 选取 一 组 基 co ，e。， 


CN, 这 里 N 一 dim VV , 拉 讼 
N 


p(X )e; 一 人 aiiKX)ei， 1 一 工 2 Vs 
一 
那么 
X > (a X) ec (2) 


就 是 从 9 映 入 李 代 数 gl(N , C) 的 一 个 辐 态 ,这 个 同 态 称 为 9 的 一 
个 矩阵 表示 .对 于 了 的 另 一 组 基 ci ee, 发 


N 
p(X )e; 一 Db X) es, 1 二 1,2,...,N， 
. z=1 


那么 

X > (bi KeieN (3) 
也 年 9 的 一 个 算 阵 表示 。 设 关联 了 的 上 述 两 组 基 的 和 矩阵 是 〈 户 ))。 
a 


N 
Ci Dj piies, 1 三 1,2,'.*,N，, 


则 | 

(bi X)) 一 (pi) (as(X))(pi), XEq. (4) 
一 般 改 来 ,9 的 两 个 和 矩阵 表示 (2) 和 (3) 如 由 《4) 式 所 关联 ,其 中 
(pi) 为 N Xx N 可 着 矩阵 ,就 称 为 等 价 
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设 pi 和 p; 是 9 的 两 个 线性 表示 、 宅 们 的 表示 空间 分 别 是 VV 
种 :我们 琢 O 和 0， 等 价 ， 如 果 有 一 个 一 对 一 的 线性 映射 也 ,将 
VV 上 映 到 VV 之 上 且 对 一 切 X&€9 有 性 质 : 

Ppi(X)= pa X)P. 
这 时 我 们 说 表示 空间 六 和 VV; 同 构 , 记 作 Ps Pa。 园 构 的 霄 示 竺 
转 一 定 有 相同 的 蕉 数 ， 设 在 Vi 和 和 V; 中选 定 了 基 cl ” ”Cl 和 
ens'"', CW, 这 里 N 二 dim Vi 二 dim V3, 以 Bi(X) 表 pi(X) 相 
对 于 Vi 的 基 en1,'…*', ein 的 和 矩 阵 , 以 (psij) 表 P 相对 于 这 两 租 基 
的 算 障 , 即 
pey = ypiey， 一 1 
i=1 
那么 
PX) = (pi)™ BX) pi;), 
特别 .如 选取 en = 二 Pen,'**, ezw 汪 Pew, 则 
P(X) = P(X). 

以 下 说 到 表示 ,我 们 总 指 和 线性 表 元 ， 

李 代 数 表 示 葬 的 基本 间 题 之 一 了 加 是 寻求 一 李 代 数 的 一 切 两 两 
不 等 价 的 表示 ， 

李 代数 9 的 表示 0 称 为 不 可 物 , 如 果 P 的 表示 空间 7 在 p(39) 
的 作用 下 是 不 可 狗 的 ;否则 p 称 为 可 移 . 

设 李 代数 g 的 表示 可 狗 ， 则 的 表示 笃 间 了 包 有 一 个 经 
关 VV 又 天 {401 的 不 变 子 空 间 Vi， 对 于 两 空间 V/Vi 中 任 一 向 量 
”十 Fi 和 XEg， 定义 

PX)v 十 FU 一 PCX)o + VL 

利用 V1 的 不 变性 可 证 此 定义 与 v 的 选取 无 关 ， 更 进一步 可 以 未 


明 , 映 身 , 
X—> p(X 


是 9 的 一 个 表示 ,这 个 表示 的 表示 空 间 是 商 空间 V/V 
设 P 的 表示 空间 亚 分 解 成 若干 个 在 _o(9) 的 作用 下 不 变 的 子 
空间 Pi，'…，P， 的 直 和 ， 于 是 在 每 个 Vi 上 都 诱导 出 一 个 表 
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ps: 
piXwi= p(X)v, XEQG, viEV,. 
这 时 我 们 改 P 分 解 成 表示 pi, ,ps 的 和 , 记 作 p == p11 十 pi 十 
十 .… 十 psp， 如果 P 可 以 分 解 成 一 些 不 可 简 玫 示 的 和 和， 就 膏 P 
守 全 可 移 ， 
设 g 是 个 李 代 数 , 虽 映 冉 
z XadX XEg 
就 是 9 的 一 个 表示 ， 表示 空 半 就 是 9 本 身 ， 这 个 表示 称 为 8 的 
正则 表示 。 正则 表示 的 不 变 子 空间 就 是 9 的 理想 。 如 果 8 牛 单 ， 
则 9 的 正则 表示 完全 可 匆 . 

定理 1。 设 李 代数 9 的 表示 2 完全 可 物 , 而 p = pi 十"… 十 
+ p, 一 pi 十 "… 十 ps 是 P 分 解 成 不 可 移 表 示 的 和 的 两 种 方法 ， 
则 + 二 s, 而 且 可 以 重 排 p1,'…', p; 使 p; 和 pi; 等 价 (i = 1,2,:……， 
y ). 

证 。 相应 于 分 解 p 一 pi 十 '… 十 p,， 表 示 空 间 V 有 分 解 
7 一 8 十 …' 十 7， 其 中 都 是 不 可 网 的 。 相应 于 分 解 
p 一 pi 十 :…' 十 六 ， 表 示 空 前 7 有 分 解 了 一 Yi 十 … 十 VV, 其 
中 Vi 都 是 不 可 锡 的 ， 

芳 察 下 一 Pi 十 Pi 十 … 十 7。 对 任 一 &I 委 和 委 ?)， 因 
Vk 不 可 有 蜀 ， 所 以 或 者 ( 瑟 十 总 十 … 十 Vi-i1)N 人 Vi 一 (0) 或 
者 (十 十 … 十 V1) 由 Vk 二 V4。 在 前 一 情形 ，Pi 十 
十 十 一 十 Vi 十 VO 二 (让 十 Vi 二 十 Vt) 十 Vi， 
而 在 后 一 情形 、F; 十 Pi 十 :… 十 十 [一 TI 十 FI 十 :十 
十 Vi。 因此 我 们 可 以 在 三, …，F 中 删除 某 些 之 后 得 到 
的 一 个 直 和 分 解 。 将 六, .………， VV， 重 排 后 可 以 假定 

V=Vi 寺 Vi 二 Vi 二-… 十,. 


于 是 1 。 . 7 了 . p 
Ve V/V,; + ” 十 斑 , 福 六 十 "二 Vi 


V1 不 可 和 弧 , 故 i 二 2。 于 是 
一 由 二 帮主 太 二 二 天， 
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而 且 Ps Vi, 即 pi 和 pi 等 价 . 

再 考察 了 了 一 三 十 成 十 玉 十 7 十 二 7。 仍然 利用 同 
样 的 推理 方法 ,可 以 在 V;，………*，V， 中 删除 一 个 ， 设 为 V,, 使 

VV 二 史 寺 十 V 十 :十 Vs， 

这 样 7; 汪 了 了 2, 即 pz 和 po: 等 价 . 

如 此 炎 续 下 去 , 可 得 > = 以 及 重 排 pi，'…, Pp， 之 后 总 有 
pi 和 pi 等 价 (i 二 1,，2, ,+)， 这 束 证 明了 定理 1. 

根据 定理 1, 如 李 代 数 g 的 任 一 表示 和 因 完 全 可 约 , 划 求 9 的 一 
切 两 两 不 等 价 的 表示 这 一 间 题 就 化 为 求 8 的 一 切 两 两 不 等 价 的 不 
可 狗 表 示 的 问题 ， 

以 下 我 们 介绍 表示 的 一 些 运算 : 

1) 发 om 和 Ap 都 是 李 代 数 的 表示 ,表示 空间 各 为 ri 和 VV,， 命 
V 一 F 十 7 >。 对 -一切 vi€ Ti， 2 以 及 任 总 XE€9, 定 义 

pAX)v + v2) = p(X )vi 十 pz X vi. 
这 和 样 
X 一 p(X) 

就 是 P 的 一 个 表示 , 表示 空间 为 了 = Vi 十 V， 自 然 P 可 分 解 成 
Pi 和 pz 的 和 ,我 们 说 表示 P 是 pi 与 pp 的 和 ， 

2) 仍 发 pt 和 ps 是 g 的 表示 ,表示 空间 各 为 V 和 V;， 他 
V 二 V1.@V, ( 状 间 7 和 了: 的 张 量 积 或 Kronecker 积 )。 对 一 切 
vi € Vi, vt Vv, 以 及 任意 XEg， 定义 

p(X Dv) = pl Xv 十 vi p(X )v. 
这 时 
X 一 p(X) 

也 是 9 的 一 个 表示 , 称 为 pi 和 ps 的 Kronecker 称 . 

3) 再 设 P 是 9 的 一 个 表示 ,表示 空间 为 了， 以 表 下 的 对 
偶 空 间 ， 对 任意 X 《9, 按 公式 

(pz，pY*(X)oy) = — (p(X)v, v0), vEV, ww EV™ 

来 定义 8 的 一 个 表示 po“，p 称 为 P 的 星 表 示 或 赣 步 表 不 。 
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$2. Schur 5| 理 


在 表示 葵 中 ，Schur 引 理 实 属 基 本 . 

引 理 1。 如 果 李 代数 8 的 表示 P 是 不 可 物 的 ， 那 么 与 每 个 线 
性 变换 p(X) (XE€9) 都 交换 的 线性 变换 一 定 是 异同 线性 变 澳 了 
的 倍数 ;换言之 ,从 关系 式 

p(X)A = Ap(X) (1) 
对 一 切 X€9, 推出 等 式 
A4= 141, 
其 中 人 为 一 复数 . 

证 。 以 V 表 P 的 表示 空前 .线性 变换 4 至少 有 一 特征 值 , 识 
为 人。 以 广 表 了 中 一 切 适 合 条 件 Av 二 hv 的 向 量 v 所 和 粗 成 的 集 
合 , 则 太 是 7 的 一 个 非 老 子 空间 ，。 又 如 zk 三 , 则 由 (1) 式 得 

A(p(X)v) 一 p(X)Av = p(X)N 一 人 OCX)z， 
即 PLX)pEF。 因 此 Pi 在 0 的 作用 下 不 变 , 因 表示 不 可 狗 , 故 
一 和 证 有 总 二 V, 因 此 4 一 人 人 7。 

引 理 2， 设 pi 和 p; 是 李 代 数 9 的 两 个 不 可 移 表 示 , 它 们 分 别 
作用 在 空间 Vi 和 和 VV, 之 上 ，。 设 有 从 V, 映 人 入 TV 的 线性 变换 4， 对 
一 切 X€9, 它 满足 条 件 

p(X)A = ApA(X), (2) 
那么 艾 者 4 二 0, 或 者 4 可 诞 , 寻 4 将 V; 映 到 Vj 之 上 ,这 时 pi 和 
Pz 一 定 等 价 。 因 此 ,如 果 pi 和 pz 不 等 价 , 那 么 一 定 有 4 = 0. 
证 、 设 4 的 核 为 V;, 它 是 V; 的 一 个 子 窒 间 , 它 由 V; 中 一 葬 
适合 条 件 Av 一 0 的 向 量 v 租 成 ， 设 wz€ V1, 上 则 由 (2) 式 有 
A(pAX)v2) = p(X)Av, 一 0， 
于 是 p(X)v€V;。 这 就 是 膏 ,，V ,在 p; 的 作用 下 不 变 . 因 p; 不 
可 物 , 故 一 定 有 VV; 二 VV; 或 VV, 一 410}. 如果 Vi 一 V2, 上 则 4 二 0， 
以 下 设 二 40}, 这 时 4 一 一 地 将 了 ;上映 入 六 i 
再 考察 4 的 象 集 1 二 4V;。 自然 忆 是 VV 的 子 空 间 ， 说 
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EVis 记 wy 二 Av, 而 v.€V2, 则 由 (2) 式 有 
p(X)vi = po(X)Av2 = A(pAX)02) € AV, = Vi. 
因此 Vi 在 pi 的 作用 下 不 变 。 因 表 示 pi 不 可 移 ， 故 一 定 有 
所 一 {0} 或 记 二 VI， 如 六 = 40}, 则 4 二 0， 如 一 P， 
则 4 将 VV 一 一 地 上 映 到 Vi; 之 上 ,因而 pj 和 p; 等 价 . 


所 有 3X3 的 复 系 数 斜 对 称 和 矩阵 组 成 一 个 三 维 单 代数 8。 分 


0 0 0 0 0 1 
有 
WO 1 0 1 0 0 
0—1 0 
-| 0 | 
0 0 0 


则 M;、M;, M; 组 成 9 的 一 组 基 , 而 和 精 构 公式 是 

[M,, M;] = M;, [M;, Mi] = Mi, LM;, Mi] = M:。 
fr 
HB=iM, Ei=i(Mi+iM,), PE- 一 区 Mi — iM;,), 
则 四 

[H, BE)= Ei, [H, EA]=— En, [Ei, £4] = 2H. 
这 表明 9 一 【已 | 年 93 的 一 个 Cartan 子 代 数 ,b 的 两 个 要 是 人 和 
一 人 人 ， 

[AH, El] = AE, [AH, El = — AME, 

而 相应 的 根 同 量 是 El 和 Ei 

我 们 来 研究 9; 的 表示 。 设 P 是 的 一 个 表示 ,表示 空间 为 
。 我 倍 把 pCH) 的 特征 根 称 为 p 的 权 , 而 p( 互 ) 的 非 零 特征 向 量 
称 为 P 的 权 向 量 。 首 先 我 们 有 

5l 理 3. 讼 v 是 P 的 一 个 权 向 量 , 相 应 于 权 mw, 朗 pPCE)o 一 
mv。 如 果 p(Eiv 天 0， 则 p(E1)v 是 相应 于 权 zw 十 1 的 权 向 
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量 ; 如 果 PE-Uz 关 0, 则 p(E-1)v 是 相应 于 权 m 一 1 的 权 向 
重 ， 
证 。 我 们 有 
p(H)p(E1v = p({[H, Ei1])v + pl(E)p(H)v 一 
= p( Ev 十 p\En)mv = (m+ 1 )p( Ev. 
同 理 
p(H)p(E-1)v = (m — 1)p(E-1), 
从 这 两 个 式 子 即 可 推出 引 理 3 的 结论 . 
V 古 有 限 维 的 ， 所 以 根据 引 理 3 ，P 总 有 一 个 权 向 量 v 而 
PE1)z 二 0. 设 v 的 权 是 7 了 了, 记 > == vj;, 即 z 
p\H)v; = jv, 


秆 
Vj-1 一 p(E-1)v;, Vji—2 一 p\UE-i vi-1, ~"e 
我 们 有 
PCEI )o 一 0， 
PCAEi)zr-l 一 p\EDP(E-1)y; my I 
一 p(BE, E-1])v, 十 pAE-W)p( Ev; 一 
= p(2H)v; = 2jv, 
一 般 地 


P(EDvn = (7 mt mt Dvmtl, 
实际 上 ,如 上 式 对 坟 成 立 , 旧 对 mr 一 1 也 成 立 : 
Pp\Elvm-! = p(E)PCE-1 vn 一 
一 p(lEi, E-i])vn 十 p(E-1)p( Ei)v 一 
= p(2H)vn + p(E-D(F— mi mt vn = 
一 2mvn Tm 二 rm Lv 一 
= (7— m+ 1)(7 + m)v,. 
六 是 第 一 个 数 ,使 : 
21 天 0 而 p(E-_Dv = vi-l = 0, 
于 十 从 p(E1)vw-i 一 0 推出 
U 一 了 十 1 十 门 一 0 
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因 i 一 7 为 一 非 负 整数 , 故 也 一 一 1， 这 样 i 为 非 负 整数 或 个 整 
数 。 更 进一步 ,可 以 诈 明 
Vjiy 271 "sy Ui 
生成 ? 的 一 个 不 可 移 不 变 子 空 间 . 实际 上 ， 以 Vj; 表 由 vj, vj_i， 
"Vi 所 生成 的 子 空 间 。 因为 
POH )vm 一 mvn, 
PE-ivVm 一 vn-1, (m= 7, I~1,"*,—i))r (1) 
p(EDvm—(i—m)(i+mt1)v,n, 
其 中 蔷 or = v-j-i 二 0， 所 以 V; 在 P 的 作用 下 不 变 ， 其 次 ， 设 
V” 是 V; 的 一 个 在 5 的 作用 下 不 变 的 子 空间 ， 讼 V' 闫 0， 那么 
P(HH) 在 了 中 一 定 有 一 个 特征 和 什 , 设 为 ,上 则 《上 必 为 j,i 一 1,…-， 
一 了 之 一 。 因 Vj 中 p(H) 的 特征 值 都 是 单 的 ， 故 V' 一定 含有 
vx。 那么 利用 (1) 式 即 可 推出 vj, oz， ， 都 属于 7 于 是 
7 一 Vi。 这 让 明了 V; 的 不 可 物性 ， 特别 ， 如 P 不 可 和 鸥 ， 则 
V; 一下, 这 时 我 们 把 1 称 为 PP 的 首 权 ,于 是 我 们 证 明了 
下 理 2。 设 P 是 9; 的 一 个 不 可 和 匆 表 示 , 表示 空间 为 了 , 于 是 
dim 7 二 27 十 1, 其 中 7 为 非 负 整数 或 秆 整数 ,而 且 我 们 可 以 在 V 
中 选 一 组 基 vj, vii,"…*，v-; 使 
pH )vn = mvn, 
了 五 _1)zm 一 vn-1, (m=j, 7 一 1 一 旋 
pl Eom = (jf—m)(jtmt+1 vn 
其 中 置 w+ 二 vjimi 二 0。 因 此 , 9 的 两 个 不 可 狗 表 示 等 价 当 且 仅 
当 宅 们 有 相同 的 首 权 ， 
反 过 来 我 们 有 
定理 3。 任 给 一 个 非 负 整数 或 咎 整数 7， 可 技 公 式 (1) 来 定义 
9 的 一 个 不 可 物 表 示 p ,其 首 权 为 i. 
证 。 我 们 可 以 验证 
[pl 1), c(FE1)] = P(E1), 
Lp(H), p(E-)] 一 一 0OCE-)， 
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[pCE;), p(E-1)] = 2p(H). 

由 此 推出 P 是 @ 的 一 个 表示 ， 又 定理 2 中 关于 V; 不 可 物性 的 施 
有 明 歌 证 明了 5 的 不 可 物性 . 

定理 2 和 有 定理 3 一 起 解决 了 求 8 的 不 可 锡 表 示 的 问题 . 

令 后 以 pj; 记 9 的 首 权 为 f 的 不 可 物 表 示 ， 以 V; 表 它 的 表示 
从 半 ， 我 们 知道 p; 是 27 十 1 级 的 表示 ， 

定理 2 有 下 面 的 推论 : 

季 理 。 设 v 为 7; 中 权 为 7 的 向 量 。 如 以 2 表 最 大 非 负 整 数 
使 pi( E-1)?v 关 0， 而 以 9 表 最 大 非 负 整数 使 pj(E1)?v 了 关 0， 基 
27 一 一 (gg 一 了 ), 出 且 p 十 4 二 21 天 者 , pi(B-i)'piA(Ei)2v 关 0 
(0 达 1 人 pp 十 q) 而 pj(E-1)'pi(E1)?w 是 属于 权 > 十 4 一: 的 

证 ， 因 pi 五 ) 的 特征 根 都 是 单 的 , 故 v 与 v 线性 相关 ,因此 
不 妨 设 v 二 v,。 根据 (1) 式 知 , 如 pj(B1)v, 产 0, 草 pj( E12)'w, 属于 
权 ”> 十 1, 因 而 与 w+ 线性 相关 ， 于 是 由 pj(B1)pi(B1)?v, 一 0 推 
出 r+ 十 4g 二 j。 同 理由 7 一 pp 一 一 j, 将 r+ 二 4 二 1 与 r 一 p= 一 i 
相 加 得 2r 一 一 《qd 一 p), 相 诚 得 p 十 4g = 327. 

下 面 的 定理 将 寻求 8 的 可 物 表 示 的 并 题 化 妇 导 求 不 可 物 胡 示 
的 问题 ,这 样 和 定理 2 及 定理 3 一 起 ,就 解决 了 寻求 9 的 一 切 表 示 
的 有 问题， 

定理 4. 9 的 任 一 表示 此 完全 可 物 ， 

证 。 我 们 引进 @ 的 表示 0 的 Casimir 算 子 : 


p(G) 一 一 二 CoCM 十 PC 十 PC 一 


一 一 (p(EDP(E-) 十 p(E-1)pP(E1)) 十 = p(H). 
易 臣 p(G) 与 p(g;) 中 每 个 线性 变换 短 交 换 ,例如 
2[ p(G), p(M1)] 一 —[ pl M,), o(M1)] 和 [ pC M,), pM1)1= 


= — pC(Ma)[ p(Mi), pC(M1)] — [pCM3), pCM1) Jp(M2) 一 
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ii ie. 


p(M3) | p(M;), pM1)] — Lp(M;3), p(M1)Jp(M;3) = 
~ p( M2)p(\M;) + p(M3)p( M2) 一 p(M3)p( M2) 一 
一 p(M2)p( M3) = 0. 
因此 ,如 果 2 第 不 可 狗 袁 示 , 则 根据 Schur 引 理 ，p(G) 是 慨 同 变 
换 的 倍数 ， 特 别 , 如 p; 是 首 权 为 i 的 不 可 锡 表 示 ,期 


pi(G) = = jj + 1)1. 
实际 上 ， 


Di G vm 一 [+ (pAEi)pAE)+ PKB-DP BID)) 十 一 or Vm 二 


i 
~ pi( El)vm-il 十 


1 
+ pA BGI— mC + m+ ont + mon 一 


一 二 — m+ 1)(i 十 mo 十 


+ 一 ao)( 十 天 十 Den + 7 mom 一 


jk 


一 -ili + 1)vn, (2 一 1 一 1 一 让 


S| 


有 了 上 面 这 些 准 备 之 后 ， 我 们 可 以 起 明定 理 4 的 一 个 特殊 情 
形 ， 

引 理 4.。 如 9 的 一 个 表示 P 恰 包 合 两 个 不 可 物 表 示 ， 郎 P 的 
表示 空间 VV 包 有 一 个 不 可 和 罗 的 不 变 子 空间 Vo 而 商 宏章 V/V 仍 
不 可 和 狗 , 卓 广 有 不 变 子 空间 V' 存在 ,使 广 分 解 成 Vo。 和 的 直 和 : 
V=VoiV, 

证 。 设 P? 包 有 两 个 不 可 和 匆 表 示 p; 和 p,,;。 可 在 VV 中 选取 一 组 
基 ; 使 pC(g;) 中 矩阵 普 有 形状 ; 


p(x) =( pi(X) B(X) ) 


X € 93， 
0 p(X) 
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分 别 卷 察 ) 关 7 和 j = 7 两 种 情形 : 
1) j 闫 7 六 ,这 时 于 j(j 十 1 天 py j(7 十 1), 而 


1 ji(7 十 1)1 、… K 
2 
p(G) 一 . 
1 
0 py i7(7 + I 
用 和 宪 阵 


1 1 ，， -AN\ 
| (iG + D-H +D 1 
0 7 
来 变换 p(G) 和 pl(9;3) 中 所 有 矩阵， 变换 p(G) 的 和 精 果 是 
二 7 + 1)1 0 
Popo(G)P™ 一 


1 
0 3 7 (7 + 1)T 


而 p(9;) 中 所 有 和 矩阵 经 P 变换 后 要 与 Pp(G)P”” 交换 ,因此 
pAX) 0 
0 p(X) 

这 就 证 明了 引 理 4 在 j 关 7 时 成 立 ， 

2) 7 二 7 ， 这 时 0 和 p 等 价 。 严 包 有 一 个 不 可 狗 不 变 子 窒 
间 Vj, 它 的 菇 向 量 ww， v1， “Vv-j, 按 公式 (1) 变 换 。 此 外 ,VV 还 
包 有 一 姐 向 量 oj oj- ,vi;， 它们 mod V; 之 后 也 按 会 式 (1) 
变换 , 郎 zi vi-1，*……，v-;《(mod V;) 构成 V/V; 的 一 粗 基 ,这 粗 基 
岂 楼 公式 (1) 变 换 . 我 个 先 选取 v; 使 

pH )v; 一 jv; 十 Hvi, 

然后 按 下 式 来 定义 vj, vj: 

p(E)vm 一 vm, (m=j,ij—1,*,—i+1). 
这 样 一 来 ,我 们 有 


Pp(X)P™! 一 ( )， X € 9. 
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p\H)vii = p(H)p( Bi)v; 一 
p([H, Ei] )o 十 pC Ei)p(H)v; 一 
一 一 p(E-)v; 十 PCBE-UDGoi + pvi) = 
和 ( 本 1 vi + pv: 
p{ Ei)v;= 0 
( 因 pC(EDv; 属于 p( 娓 ) 的 特征 值 j 十 1) 以 及 
P(E1)vi 一 p\EDp(E-1)Y; 一 
= p(2H)v; + p(BE-i)p(B1)v; = 
一 2jv; 十 21v,. 
一 般 地 .我 们 有 
o(H)vm 一 mvm + pvm, 
pC EDvm = (fF ~ m)(j + m+ Tomni + 2p(7 — m vn 
实际 上 . 设 上 式 对 于 成 立 , 则 
pH )vn-1 = p(H)p( Ei)vn 一 z 
= p([H, Ei])vn 十 pCE-1)p(H )vm 一 
一 PCE-i)vm + p(E-i (mom 十 pvm) 一 
= (mC— vl 十 pvm-i) 
plEvn-i 一 P(ELP( E-i)vn 一 
一 p(2H)vm + p(E-Dp( Fi)vn 一 
=— 2mvm 十 2uvm + P(E-1) X 
X{CGG—m)Citmtl)vt 2 —m)vnti} = 
一 2mvm 十 2uvm +t (i ~— m)(i 二 rm 十 1)v, 十 
+ 22(7 — mm)vm 一 
=— (ij— m+ i+ m)vn t+ 2pC7 ~— m+ vn 
当 mm 二 一 i 一 1 时 ，z- 一 0， 这 是 因为 v_j 属于 p(H) 的 
特征 根 一 ;7 一 1, 而 一 ;一 1 不 是 p(H) 的 特征 根 ， 于 是 由 
p(Bi)v-i;-1= 0 


| 


| 


得 
24(7 一 《一 了 一 1)) 一 0， 
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从 而 
4 一 0 
这 样 一 来 ， 
oCH vm 一 Mm 。 
P(E-vm 一 vm-1, (mm 一 1 一 1 一 旋 


p(Evm = (j — m)(f + sm + vm 
这 就 起 明了 wv ;，v jn1,"……,v 构成 的 不 可 和 芹 不 变 子 空间 VV; ， 
而 VV 二 Vj; 十 Vj. : 
引 理 4 谣 完 ， 
现在 我 们 再 指出 ,如 何 从 引 理 4 导出 定理 4 ， 实 际 上 , 届 是 
9 的 一 个 表示 ,表示 空间 为 了， 再 设 Vo 是 P 的 一 个 不 可 狗 不 变 子 
空间 。 假定 定理 4 对 于 维 数 进 V 的 维 数 为 低 的 表示 空间 成 立 ， 珀 
fal . 
: V/Vo= VV 二 ,二 V,, 
其 中 已, 天 ， 了 了。 都 是 了 /7 的 不 可 狗 不 变 子 空 间 。 以 U0; 表 
F 广 中 辐 量 在 自然 同 态 
一 Vy/V, 
之 下 映 到 7V; 去 的 那些 向 量 所 构成 的 子 空 间 , 则 
U;/Vo = V,, 
于 是 根据 引 理 4 , U; 有 不 可 和 钓 不 变 子 空间 V ;使 


U; 一 了 十 了; 
政和 勾 
VV 二 Vo 二 十 … 十 Vw 


这 就 证 明了 P 是 完全 可 物 的 ， 

基于 定理 4 ,定理 2 的 系 理 可 作 如 下 的 推广 ， 

引 理 5。 发 2 是 9 的 一 个 表示 , 则 p 的 权 都 是 整数 或 咎 整数 ， 
设 v 是 P 的 表示 空 半 严 中 属于 权 7” 的 一 个 同 量 .如 以 娟 表 最 大 非 
鱼 整 数 使 p(BE-i)?v 和 关 0, 而 以 9 表 最 大 非 鱼 整 数 使 p( Ei)*v 关 0， 
则 27 二 一 (g 一 加， 再 者 ,ppCE_UpCEl)z 关 000 和 1 < 委 户 十 了 ) 
而 pCE)'p(B1)? 属于 权 +r 十 gg 一 i 
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证 。 根据 定理 4 , P 可 分 解 成 一 些 不 可 蒋 表 示 的 和 ， 又 根据 
定理 2 , 其 中 每 一 个 都 和 其 一 个 pj 等 价 ，、 相 应 地 了 吏 分 解 苞 一 些 
不 可 狗 不 变 子 空间 的 让 和 ,其 中 每 一 个 都 可 看 作 某 一 个 上。 设 在 
7 的 这 个 直 和 分 解 下, ”有 以 下 的 分 解 


1. 


而 v; 属于 一 个 首 权 为 7(2?) 的 不 可 和 狗 不 变 子 空间 . 显然 ,每 个 w 都 
与 ”有 相同 的 权 y*。 由 此 即 推出 ” 为 整数 或 年 整数 . 

其 次 ， 对 所 有 的 :， 我 从 有 p(EU9 vi 二 0; 对 至 少 一 个 i， 
有 p(BE1)?vi 关 0， 如 pEUo 天 0， 设 p 为 最 大 非 负 整数 使 
pCE1)? vi 天 0， 则 根据 定理 2 之 系 理 有 27 二 一 (gq 一 yg), 于 
是 一 27 十 q。 如 p(BE1)?vi 二 0。 设 p” 为 最 大 非 负 整数 使 
p(E)t vk 关 0, 而 g” 为 最 大 非 负 整数 使 pLE1)?”v 产 0, 则 根据 
定理 2 之 系 理 有 2+ 二 一 (g 一 pg )， 于 是 py” 一 2r 十 gq ; 但 
9g 二 gqg, 故 py 二 pP.。 因此 ,对 使 得 p(E1)? vi 关 0 的 标号 i， 
p(B-1)? v; 关 0， 于 是 由 定理 2 的 系 理 推出 27 二 一 (g 一 p)， 
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$ 1. 秆 单 李 代 数 的 不 可 狗 和 表示 


设 8 是 和 牛 单 李 代数 ,b 是 写 的 一 个 园 定 的 Cartan 子 代 数 ， 误 
P 是 9 的 一 个 表示 ,表示 空间 为 V， 定义 在 b 上 的 一 个 线性 夯 数 
wo 一 w( 昌 ) 称 为 表示 P 的 一 个 权 ， 如 果 有 VV 中 非 0 向 量 * 存 在， 
使 

p(H)x 一 w(H)x。 对 一 切 HEDb 

而 x 称 为 相应 于 权 ww 的 一 个 权 向 量 ，P 的 两 个 权 ws 和 wo 称 为 等 
价 , 如 有 SEW (g 的 Weyl 奉 ), 使 S(@) 一 届 , : 

易 见 , 生 单 李 代 数 的 根 序 是 它 附 属 表 示 的 权 , 

裔 四 是 定义 在 9 上 的 一 个 线性 画 数 ,定义 

Vo。 二 4x€V 使 p(H)zx = w(H)x， 对 一 切 H Eb}， 
名 Vs。 由 一 切 相 应 于 权 w 的 权 向 量 组 成 , 则 Vs 是 V 的 子 空间 ,自然 
七 属于 权 的 权 子 空间 , 即 
六 二 天 ”一 和 po0)， 

而 且 o 是 权 当 且 仅 当 F。 夫人 0)。 定 义 w 的 重 数 为 dim V*, 

E. Cartan? 鲁 深 一 地 研究 了 单 李 代数 的 表示 ,但 他 的 许多 讨 
论 对 于 一 般 的 牛 单 李 代 数 也 成 立 ， 

定理 1，。 发 2 是 什 单 李 代 数 8 的 一 个 不 可 多 表 示 ,表示 人 实 关 
是 ,0 是 9 的 一 个 Cartan 子 代数 , 而 开 二 {a m，-…，ao} 是 
9 的 一 组 基 础 根系 (相对 于 9 而 言 的 )。 于 是 

1?” 可 分 解 成 权 子 空间 V。 的 址 和 , 即 了 一 》 "Vy。 因此 


1) 见 FE. Cartan, Les groupes projectifs gui ne laissent invariante aucune 


multiplicité plane, Baull. Soce. Math, France, 41 (1913), 53—96, 
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2° 如 果 吕 是? 的 权 而 “是 一 个 根 , 则 2 a) 是 整 玫 ,而 且 


| 


2(w, Ce ) 
(a, a) 


也 是 2 的 权 ， 大 且 它 与 有 相同 的 重 数 ， 因 此 等 价 的 权 也 有 相同 
的 重 数 ， 
3 存在 唯一 的 一 个 权 wm (自然 依赖 于 基础 根系 I 的 选取 )， 


称 为 首 权 ,使 得 P 的 权 此 有 形状 : 
0 00 Oy ci 0 *, tin EIL, 
并 且 oo 是 单 权 , 


证 .。 证明 分 以 下 几 步 进行 . 

1) 先 证 明 2 至 少 有 一 个 权 ， 

因 8 是 交换 子 代数 , 故 p(8) 是 交换 线性 代数 ,因而 是 可 解 线 
性 代数 ， 于 是 根据 Lie 定理 , p 一 定 有 一 个 权 . 

2) 再 性 明 下 述 引 理 ， 

引 理 1， 设 w4 是 5 的 一 个 权 , + 是 相应 的 权 向 量 . 再 仙 a € 3， 
了 是 9 的 根系 ， 如果 p(Es)x 志 0， 央 ww 十 a 了 出 是 P 的 一 个 权 而 
p(BEa)x 是 相应 的 权 向 量 . 如 果 w 十 & 不 是 权 , 则 P(E )x = 0, 

证 。 实际 上 ， 

op(H)p(Ea)x = op([H, Eal)x + p(BEa)p(H)x = 
= pl(a(lH)Ea)x 十 p( (Ec)w(H)x 一 
一 《o 十 a)(H)p( Ea)x. 
由 此 即 可 推出 引 理 1. 

注意 到 第 二 章 定理 3， 引 理 1 可 推广 如 下 : 

引 理 1 届 9 是 咎 单 李 代 数 ,b 是 它 的 一 个 Cartan 子 代数 ， 
是 9 的 根系 , a€53 而 Es 是 相应 于 根 cc 的 一 个 根 向 量 。 再 设 P 
是 9 的 一 个 表示 、 表示 空间 为 V ,而 V 是 的 一 个 于 空间 , 写 
在 p(9) 及 pL(E。) 的 作用 下 不 变 ， 再 设 w 是 P 的 一 个 权 并 设 有 
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x*€V, xkV 存在 ,有 性 质 
pCH)x = w(H)x (mod VV)， 对 一 切 HEbB 
那么 如 果 p(Ea)x i, 则 ww 十 a 也 是 P 的 一 个 权 , 而 
p(\H)p( Ea)z = (w+ a)(H)p( Bo)r (mod VI), 对 一 切 H Eb; 

如 果 w 十 a 不 是 权 , 则 p(Ea)x€ Pi。 

3) 六 由 权 问 量 生 成 ,换言之 ,上 有 一 组 基 使 p(H) (H&€40) 同 
时 呈 对 和 角形， 

设 w。 是 P 的 一 个 权 ， 以 * 表 相 应 于 wo 的 一 个 权 向 量 ， 郑 虑 形 


为 
PEe JOBEe DOCEe，)x 


的 向 量 , 其 中 Di pa，9:Ez2 而 :为 任意 之 0 的 整数 。 如 果 
这 个 向 量 不 为 0, 根据 引 理 1， 它 就 是 相应 于 权 w 十 pl 十 pz 十 
十 .十 9?, 的 权 问 量 ， 这 种 向 量 的 线性 粗 合 组 成 上 的 一 个 子 罕 
加, 记 作 VJ， 自然 V1 是 P 的 不 变 子 空 半 . Vi 站 (0) 而 P 不 可 
灼 , 故 VV 一 Vi， 因此 V 广 由 权 向 量 生 成 . 

这 就 让 明了 定理 1 中 的 1". 

4) 设 w 是 P 的 一 个 权 . 9 的 Kiling 型 对 的 限制 是 非 
退化 的 ,所 以 有 RR。€b 使 

(HH, H,) 一 w(H)， 对 一 切 HEED 

而 且 满 足 上 述 条 件 的 只 。 是 唯一 确定 的 ，。 这样 我 们 就 将 权 代 人 b. 

5) 绸 证 明 

引 理 2， 设 p 是 定单 李 代数 9 的 一 个 表示 ,表示 空间 为 上， 惟 
是 P 的 一 个 权 而 wE 之 ,那么 

i) 42 是 整数 而 w 一 2 加 Ja 仍 是 p 的 一 个 权 . 

(a, a) (a, a) / 

和 ) 和 w 一 如 加 a 在 A 中 有 相同 的 重 数 。 因此 ， 等 
价 的 权 有 相同 的 重 数 . 

ii) 如 更 裔 w 是 单 权 ， 而 以 p 和 4 表 最 大 非 负 整数 ， 使 w 十 
十 ka( 一 了 二 《有 夺 q) 都 是 P 的 权 , 则 - 
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0 4) 一 一 (9 —p) 


(a, 2) 
丽 且 当 太 全 9 或 二 ~ 时, w+ ka 都 不 是 p 的 权 . 
证 。 选取 根 向 量 Be。 和 ~。 使 (Es, Eo) 一 1, 于 是 Ha, Es。， 
6-a 生成 一 个 三 稚 子 代数 ,其 结构 公式 为 
[Ha, Esa] = (a, 0)Ba, [Hae, Beal = ~ (a, a) Be, 
[Eo, ELal = H,. 


已 六 2 
1 (a, a) 和 (xc ， a) ea a) Ee; 


pa 
(Hi, Ej = FE, (Hi, E71] = ~ Ei, (Bi, E-i1] = 2H. 
因此 ,这 个 三 维 子 代数 就 是 第 九 章 33 中 所 讨论 的 9;. 

6 的 表示 P 自然 主导 出 9 的 一 个 表示 。 讼 vv 是 VV 中 属于 权 
的 一 个 同 量 ， 那 么 根据 第 九 人 音 引 理 5, 以 了 表 最 大 非 负 整数 
使 p(E-1)? v 志 0 而 以 4 表 最 大 非 负 整数 使 p(B,)iv 关 0， 则 
22(HU 一 一 人 《Gd 一 p)。 这 艾 明 了 


全 对 一 2 一 2w(BD = — (4g~ 7?) 
是 上 整数。 仍 根据 网 一 引 理 有 p(E-1): p(E1 v0 (0 志 i 声 
委 : 记 十 9)。 又 根据 5| 理 1 可 知 ， POE -1)’ p(B 二 属于 权 
o 二 Ag 一 ?ja 的 权 问 量 ; 取 ;= 二 pp 得 知 
— A 0 w+ (gq — p)a 
(ay a) 
仍 是 P 的 一 个 权 ， 这 证 有 明了 i). 

吏 在 来 证 明 ii)， 如 果 w 不 是 单 权 , 记 Vj 为 由 p(E1)9v,，…， 
pLEDv ,Vv， 0BE-Dv CE-)tz 所 张 成 的 子 空间 ， 易 见 V ;在 
PD), pCE1), pL(E-1) 的 作用 下 不 变 。 因 ww 不 是 P 的 单 权 ,所 以 有 
vi€V 而 vi Vi, 使 对 一 急 H €9, p(H)v 二 w(H)w (mod V1), 
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注音 这 时 9 的 表示 P 在 商 空 间 了 /Fi 上 诱导 出 9; 的 一 个 表示 。 那 
么 仍 根据 第 九 章 引 理 5, 以 ” 表 最 大 非 负 整数 使 p(E-_1)? om 上 
而 以 gq 表 最 大 非 负 整数 使 PAE ‘wi 人 Vi，, 下 有 2w( Hi1) 一 
一 (d 一 pp ), 同样 推出 2 一 一 (9 一 如)， 仍 根据 同一 引 理 ， 
有 p(E_1)ip(ED9 gp (0 和 i1 志 p 十 gg )。， 上 再 根据 5| 理 1 知 ， 
对 一 切 HEb 有 
Pp\H)P(E -1)' P(E1)? vw = 
= (w+ (gqg ~ ia)(H)p(E-1) P(E) vw (mod V1). 


取 i 二 yp 知 ， + (gd 一 ao 一 人 人 也 不 是 P 的 单 


权 . 四 
如 此 炎 续 下 去 ,可 起 得 。 一 0 a 的 重 数 不 比 “的 重 数 


3 


小 . 但 w 与 w= 一 a 的 地 位 完全 对 等 , 序 w 一 


a, a) 


24w ,9) ,一 ww。 因此 同样 可 证 名 的 重 数 不 比 w 一 2 au 的 
(a, a) (a, a) 


重 数 小 ,所 以 w 与 o 一 2 有 相同 的 重 数 ， 又 因 


Sa(wW) 一 wC— oa) we 


(a, a) 
而 Weyl 对 由 一 切 Sa。(a€《%) 生成 ， 故 等 价 的 权 有 相同 的 重 数 ， 
这 证 明了 ii). : 

最 后 来 证 明 让 )。 现在 设 w 是 单 权 ， 仍 设 v 是 属于 权 w 的 一 
个 权 向 量 , 仍 以 p 和 4 表 最 大 非 负 整数 分 别 使 p(E-1)?v 关 0， 
p(Ei)sz 关 0。 再 以 po, go 表 最 大 非 负 整数 使 w 一 pm 和 ww 十 gor 
都 是 2 的 权 ， 显 然 如 宇 p， qo 衬 9， 上 只 要 诈 明 如 一 加 ，4 一 4g0 
序 可 ， 设 w 是 了 中 属于 权 ww 十 goo 的 一 个 权 向 量 ， 自然 有 
p(B1)u 二 0， 以 :家 最 大 非 负 整数 使 p(E-1)'w 关 0, 那么 根据 第 
九 章 引 理 5 有 2(w 十 qoa)(HD) 二 ss; 将 22(HD) = 二 一 (g 一 2) 代 
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人 得 一 4 十 pp 十 2go 二 5s 因 gu 之 4q) 故 s 之 pp 十 qo 之 qn, 于 是 
P(E-1)%u 六 0。 因 w 是 单 权 ， 而 p(B-1)%u 是 相应 于 权 w 是 一 
个 权 向 量 , 故 p(E-i)%u 与 v 线性 相关 ， 因 ?了 为 最 大 非 负 整数 使 
PE-D)pzs0 而， 为 最 大 非 负 整数 使 p(E-1)* ww 六 0, 故 :一 
“qd0™ pp. 将 了 一 g 一 娟 代 人 一 4 十 Pp 十 290 一 5 即 竺 了 二 qo， 
网 理 可 下 p = 加 ， 

这 样 引 理 2 就 完全 证 明了 。 于 是 定理 1 中 的 2” 也 就 永明 了 . 

6) 我 个 在 此 附带 指出 ,可 仿照 第 五 章 定理 3 的 证 明 来 证 明 下 
面 的 

引 理 3 设 o 是 和 牛 单 李 代 数 g 的 某 一 表示 的 一 个 权 , 则 
CEbo, 而 go 是 由 根 的 实 系数 线性 和 组合 所 生成 的 一 个 实 侍 关 ， 

7) 最 后 求 趟 明 3 . 

我 们 知道 基础 根系 开 一 fa, wm,……… ,ao 是 昱 的 一 组 基 ， 我 
们 先 利 用 这 租 基 在 时 中 引进 一 个 偏 序 关 系 : 设 A，€ 民 ,我们 襄 
和 关 4 如果 一 上 可 表 成 m, mm, ，a 的 非 负 系数 的 线性 和 组 
合 ; 这 时 我 们 称 4 融 于 或 等 于 上 4、 如 果 A 之 而 人 疡 ,我 们 就 
襄 4 痪 于 pg, 记 和 A> pj， 如 ~ 0, 我 们 就 裔 4 是 正 的 ;如 果 人 一 0， 
我 们 就 发 和 是 人 负 的 。 在 和 中 引进 此 偏 序 之 后 , 根系 2 仍 分 成 正 
负 各 御 ， 仍 记 作 Z 和 了 -。 以 后 我 们 谈 到 后 中 的 次 序 总 是 指 的 
这 样 一 个 偏 序 关 系 . 

对 于 上 面 引进 的 这 个 偏 序 来 说 , 设 wo 是 7 的 一 个 最 高 权 , 即 
P 的 其 余 的 权 都 不 比 ww 高， 设 * 是 相应 于 ww 的 一 个 非 0 权 向 量 . 

PAE-ai P(E-a) * p(BE-ain )x 
的 问 量 ,其 中 my ai,，***， Qs 《11 可 重复 出 瑰 ， 而 万 为 任意 之 0 
的 整数 。 如 果 这 个 问 量 不 为 0, 它 就 是 相应 于 权 
0 一 01 一 0 一 一 0 

的 权 向 量 。， 这 种 向 量 的 线性 组 合 的 全 体 组 成 的 一 个 子 空 唱 , 记 
作 pV。 我 们 来 证 表 V, 是 P 的 不 变 子 窒 半 。 首先 总 在 p(H) 
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(E90) 及 pLE-a)(a€11) 的 作用 下 不 变 是 显然 的 。 其 次 ,由 
[FE。 Esa] = OpHe, a,BEN 
推出 
p(BEa)p(B-p) = bpp(Ha) + p(BE-p)p( Es), 
由 此 郎 可 导出 V， 在 p(B。) (a 了 I) 的 作用 下 也 不 变 。 最 后 席 
YE€2，。， 如 ?为 负 根 ， 则 7 一 一 (am 十 ma 十 二 oa， 


xz 92" ;124 之 0， 我 们 对 > 行 归 熏 法 。 当 Dm = 


时 . 一 7 是 基础 根 , 已 知 V1 在 p(EY) 的 作用 下 不 变 。 当 D> 


时 ,可 以 号 Y 二 BB + 人 (一 ac)， 其 中 为 基础 根 . 根据 扫黄 法 假 必 
V1 在 pCEgp) 的 作用 下 不 变 ， 再 由 


1 
Er = N [ Ep, E-al 


Ba 


A 


导 
p( EY) 一 pe pl Ep)P(E-e) — p(E-s)p( Ep)). 


由 此 部 可 推出 广 在 p(Er) 儿 Y 到 0) 的 作用 下 不 变 。 辣 理 可 艇 六， 
在 p(Ea)(a ~ 0) 的 作用 下 也 不 变 。 因 此 Vi 是 P 的 不 变 子 空间 
双 因 万 不 可 约 , 故 了 一 Fi ex 是 单 权 这 一 点 是 显然 的 ， 而 且 从 
证 明 可 网， wo 的 确 比 P 的 其 余 的 权 都 要 高 。 因此 首 权 wo 由 基础 
根系 I 唯一 确定 ， 

这 样 定理 1 就 完全 让 明 . 

定理 2.， 设 g 是 全 单 李 代数 ,0 是 9 的 一 个 Cartan 子 代数 ， 
I = {a, ww, , 00s) 是 9 的 一 组 基础 和 根系。 褒 P 和 p' 是 9 的 两 
个 不 可 和 狗 表示 。 如 果 PP 和 p' 相对 于 I 的 首 权 相等 ,那么 P 和 p 
等 价 . 

证 发 x 和 yxo 分 别 是 P 和 pm 的 表示 空间 了 和 中 相应 于 
首 权 oo 的 权 回 量 ， 在 了 中 作出 所 有 可 能 的 回 晤 

PCE_-ai)OCE-o :p(BE-ai, )Yo, (1) 
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氏 相 应 地 在 VV 中 作出 

P(E-o P(E-ai,)' Pp (E-ait)xo, (2) 
在 定理 1 的 旗 明 中 忆 知 宅 们 分 别 张 成 VV 和 和 六 ,并且 每 一 个 这 种 非 
0 同 量 有 一 个 确定 的 权 ， 我 们 如 下 建立 V 和 V' 之 站 的 一 个 同 构 : 

了 ci- P(E -a,) “° “POE-aiy )Xo > 
> Borisp (Ea)Pp(E-a,)'**p (Eai,)xo, 
要 评 明 这 蚌 个 同 构 ,需要 证 有 明 ， 如 果 在 没 撤 的 向 量 (1) 之 更 存在 一 
个 线性 关系 ,那么 对 应 的 有 撤 的 向 量 (2) 之 于 也 存在 带 有 同样 系数 
的 线性 关系 ;而 且 反 之 孔 成 立 . 
假定 在 治 撒 的 向 量 之 天 有 一 线性 关系 


Ci121 十 C22 十 ''* 二 0， (3) 
旭 用 相同 系数 ci, c;，:… ,我 们 能 在 VV 中 作 一 向 量 
CV 十 Cp 十"*'* 二 ww， 


所 有 如 此 获得 的 向 量 wx 形成 7 的 一 个 子 空间 Vi、 容易 看 出 Pi 
是 p 的 不 变 子 空间 ， 因 p' 不 可 物 , 故 一 定 有 VV 二 0 或 二 7V， 
因 xog Ti， 否则 (3) 式 左 方 诸 向 量 v1, z， 的 权 都 是 wo, 于 是 
i 二 v2 二， 一 xo， 那么 由 (3) 式 得 
CI 十 cz 十 …' 一 0. 
这 时 也有 二 vv 二， 二 xo, 于 是 由 (4) 式 得 
xo 一 (ci 十 ci 十 ……)xo 一 0. 
矛盾。 因此 一 定 有 也 一 0， 晰 言 得 证 。 从 而 2 和 p 等 价 . 
由 定理 2 可 知 ， 牢 单 李 代 数 的 不 可 狗 表 示 由 写 的 首 权 唯一 确 
定 . 因此 要 决定 个 单 李 代 数 的 不 可 狗 表 示 了 驶 需要 研究 br 中 哪些 
元 素 可 以 作为 不 可 区 表示 的 首 权 . 
定理 3， 设 9 是 和 牛 单 李 代 数 ,b 是 它 的 一 个 Cartan 子 代数 ， 
II 二 ta aao} 是 它 的 一 组 基础 根系 。 如 果 中 是 8 的 一 个 
不 可 鸥 表示 的 首 权 ,那么 
24oy ci) i = 1 2 ..， 


~ 3 
(a,, ai) 


Lr ni 
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都 是 非 负 上 整数， 反之， 设 w€ 旭 ， 如果 wali 一 1 2 ,nn) 者 
是 非 负 整数 ,那么 9 一定 有 一 个 不 可 约 表 示 以 @ 为 首 权 ， 

证 。 此 地 我 们 只 给 出 定理 中 第 一 部 分 的 证 明 。 在 后 面 两 章 
里 ,将 对 于 典型 李 代 数 给 出 第 二 部 分 的 诈 明 ,而 在 第 十 三 章 中 将 对 
于 一 般 的 牛 单 李 代数 给 出 第 二 部 分 的 恋 明 . 

设 史 是 b 的 一 个 不 可 狗 玫 示 的 首 权 .。 如 果 对 于 某 一 a《 了 Il 有 

ws = LL a) 一 0 ， 
(a, a) 
那么 根据 定理 1，w 一 waa 也 是 PP 的 权 ， 显然 e < o@ 一 waa, 这 
与 w 是 首 权 相抵 和 钥 ， 因 此 一 定 有 wa 关 0 对 一 切 CE 了 ll, 

定理 2 和 定理 3 一 起 可 以 看 作 原 则 上 解决 了 求 牛 单 李 代数 的 
一 切 不 可 锡 表 示 的 于 题 ,当然 定理 3 的 第 二 部 分 还 有 待 证 明 ， 

由 于 一 个 不 可 多 表示 的 首 权 可 由 wa 这 一 粗 数 唯一 确定 , 故 
年 单 李 代数 9 的 以 ww 为 首 权 的 不 可 和 弧 表 示 、， 可 在 9 的 Dynkin 图 
中 代表 基础 根 a 的 每 个 图 图 (或 黑 护 ) 上 标 以 wo 的 值 来 标记 。 村 
是 盾 单 李 代 数 的 两 个 不 可 狗 表 示 等 价 当 且 仅 当 写 们 的 图 相同 . 

为 了 从 另 一 方面 来 刻 划 不 可 狗 胡 示 的 首 权 所 具有 的 定理 3 中 
所 说 的 那个 特征 性 盾 ， 我 们 引进 下 面 的 定义 : 仍 设 IL = 二 ta, az， 

…, x】 是 后 单 李 代数 9 的 一 组 基础 根系 ,我 们 毅 * 中 的 一 个 元 


素 疡 是 整 线 性 画 数 ,如果 2as au) (i 一 1 2,:…,n) 都 是 整数 ; 


(ca; ， a; ) 
i + 称 为 支配 六 性 图 数 , 如 果 也 29 (i 一 1，2，……，n) 都 是 
色 实 数 。 自然 整 线 性 图 数 与 支配 线性 图 数 都 属于 凡 。 有 了 这 些 
定义 之 后 ,定理 3 可 改 述 成 


定理 3. 设 9 是 个 牛 单 李 代数 ,而 b 是 9 的 一 个 Cartan 子 代 
数 ,II 是 6 的 一 组 基础 根系 ， 那 么 w€0” 是 9 的 一 个 不 可 舶 表示 
的 首 权 ( 相 对 于 开 而 音 )， 当 且 仅 当 w 是 支配 整 和 线性 函数 (也 是 相 
对 于 II 而 曲 )， 

最 后 ,我 们 给 出 支配 线性 函数 的 一 个 充 要 条 件 ， 
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引 理 4 设 wkE 凡 ， 则 天 是 支配 线性 夯 数 . 当 且 仅 当 
上 全 SCp) 对 任意 SE W， 
证 、 对 任意 SE€W, 设 wu 之 SC(4); 特别 有 之 Si,(y)， 对 
2 一],2,.'**, nn， 但 是 
SF)= — LA£, 0 ui， 
(co ou ) 


二 是 2 人 户 。 Ct; ) 之 0. 


Gi, oi 
反之 , 瞧 he (i 二 1, 2,… .2 都 是 非 负 实数 .自然 有 
Cr » chi 


AS 、 设 SETWW， 则 5 可 表 作 S$S=5; 5i……'Si， 其 中 
1 之 4 到， 我 们 用 归纳 法 对 《来 证 朋 之 5C(x)， 写 
S=55 5 一 33 "Si 十 是 从 


2 及， Cr 
Slp) = po a 
(Qi,, Osi ) 
推出 
1 2(04 a ) ， 
S(p) =5 (pe) TT 2 S (ac ), 
(0@j,， Cie) 
2 ， C1) 


如 果 S‘《ai;)> 0, 上 划 因 之 0, 故 S(4) 之 S(p)。， 由 归 


ins Ci) 
轴 法 假设 又 有 pp 之 5S(p), 因 此 4 之 S(p), 
以 下 设 Seo < 0 介 Bi 二 ma， 而 8 一 Si 
Sip (Aih ), t= 1 ,， 2 8 一 1， 于 是 Bi=a,>0m B= 
S(a,) 人 0、 那么 有 1 存在 (1 二 ;ik) 使 B,>0 (对 :1 宇 门 
而 B,-1, < 0 于 是 8,>0 而 Bj = $i, (BB,) <0. 根据 第 六 
章 引 理 6 ,一 定 有 Bj; 一 a 但 了 了 一 SS T= $i， 
Si 划 5 一 TSi_,T， 测 8B 一 T'(ai) 二 @,.,。 由 此 推出 
TsT SS 即 T'S 一 ST 于 是 一 Se 一 
一 TST Si 二 TT Si 于 TT、 这 时 S$ 是 名 一 2 个 3 之 积 , 故 
根据 归 钠 法 假设 有 pp 之 Sp). 
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5] 理 4 有 以 下 的 推 花 ， 
推广 1。 讼 jC， 则 上 是 支配 整 线 性 落 数 ， 当 且 仅 当 对 任 


意 a€ 5. 都 是 非 负 整数 ， 


证 .。 如 果 对 任意 a€ 3， Ye 都 是 非 负 整数 ,自然 上 是 
支配 整 线性 画 数 。 
反之 ,发 上 是 支配 整 栈 性 范 数 ,那么 根据 定义 ， hs (i — 


i, Oi 
-一 工 ， 2,...,7) 帮 是 非 负 整数 . 于 是 根据 引 理 4, 对 任意 a € 之 +， 
p> Sp) = p— La 


(a, «) 
因此 a 是 非 负 的 . 还 要 证 明 对 任意 we 3 ，2e 人 者 


是 整数 . 首先 我 们 鞍 明 ， 如 上 是 整 线 性 图 数 ， 则 对 任意 SE W， 
SCA) 也 是 整 线性 男 数 . 当 5 二 5， 时， 
Sp) = S42)=p— 2 2) 0, 
(oa ， cx 1/ 
于 是 
24SGa 0) .28,07) _ 2p, 6) 2(0, 9;) 
(@, cr) 《ci， oj ) (cu， oi) (0;, 0;) 
(j= 1,2,..., 1) 

都 是 整数 , 故 S(x) 是 整 线 性 丽 数 ， 因 罗 由 St 52,'……, 5， 所 生 
成 ; 故 对 任意 5€ WS(4) 是 整 线性 丽 数 ， 其 次 ,对 任 一 <cE 了 +， 
根据 第 大 章 引 理 5, 有 SE WW 使 Sa = a 对 某 一 i(1 志 i 志 n). 于 
是 

2Cp, a) 2(S(p), S(a)) _ 2(5(p), mi) 

(a, a) (S(a), S(a)) (@;, oo) 
是 整数 / . 
推论 2. 讼 PP 是 和 个 单 李 代 数 9 的 一 个 不 可 锡 表 示 , 则 2 的 权 
的 任 一 等 价 类 中 都 有 一 最 高 的 权 , 朗 这 样 的 权 wo;, 对 任 一 5SE WW, 有 
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性 厦 w > S(w)《 这 样 的 权 称 为 支配 权 ). 


证 。 设 w 是 P 的 一 个 权 . 如 果 > (i = 1, 2, 


Ci » i 
…,n)， 外 就 是 一 个 支配 权 ， 否则 ， 有 i 存在 (1 之 j 亏 4#) 使 
2(%, ai) 一 0 于 是 : 


(aj, Qi 
wW < Siw A 
(a;, 0;) 
再 考察 Sjw， 如 果 24Sio: 92 > 0 一 1,2,…,#), 则 Siw 就 
i, wi 


在 一 个 文 配 权 . 否则 可 得 一 与 Siw 等 价 的 权 ， 此 权 也 与 w 等 价 ， 
是 高 于 S;w。 如 此 杂 和 强 下 去 , 因 与 w 等 价 的 权 只 有 有 限 个 , 故 最 后 
总 得 一 支配 权 . 


y 2. 完全 可 徇 性 定理 


定理 4(H. Weyl?)， 和 后 单 李 代数 gg 的 任 一 表示 缘 完 全 可 
和 

这 年 里 . Weyl 的 著名 定理 ， Weyl 原来 的 证 明 要 用 到 李 谷 ， 
下 面 我 介 和 采用 Casimir 和 van der Waerden” 的 代数 证 明 . 

首先 我 们 指出 ， 对 于 千 单 李 代 数 9, 如 果 第 九 章 引 理 4 成立 ， 
那么 可 以 仿照 第 九 章 $ 3 中 关于 9; 的 表示 的 完全 可 物性 的 证 朋 推 
出 9 的 这 示 的 完全 可 和 鸭 性 ， 因 此 间 题 归 生 为 对 于 牛 单 李 代 数 8 来 
证 明 第 九 革 5| 理 4. 

我 们 把 Casimir 算 子 推广 到 任 总 牛 单 李 代 数 8 来 ， 设 X,,:…。 
是 8 的 一 组 基 , 分 

gr 一 TIradXiadX 


1) 员 第 五 章 79 页 所 引文 献 . 
2) 册 H. Casimir 和 和 B. L. van der Waerden, Math. Ann., 11i (1935), 
1—12., 
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由 Cartan 关于 李 代 数 牛 单 性 的 逢 断 标准 知 , 矩 淄 
(gin) 
是 非 退 化 对 称 矩阵 。 合 
(g*) = (gi.) 
如 果 P 是 8 的 一 个 表示 ,他 


p(G) =— Derp(Xi) p(X,), 
A 
我 们 把 o(G) 称 为 表示 p 的 Casimir 算 子 ， 可 以 旋 明 ，po(G) 与 
[pC(G), p(Xs)]= Ser* [p(X p( Xs), p(X,)] 一 
Ms 


= De*{p(X) p(X,), p(Xs)] + [pCX3), p(Xv) pK,)}., 
如 分 
[Xi, Xi] = DehX,, 
那么 
Lo4G)，pCX)] = > (eC) ep 十 


+ Sebplx)p(Xo)) = 


=— 2, p(Xi)p(Xr){ever, + pres,}. 


Ms 


如 能 姓 明 (了 ) a*el,), ， 是 对 对称 抵 阵 ， 序 可 推出 [p(G) 


p(X,)] 二 0, 注意 gra 一 人 >》 cc2， 于 是 


asp 


> (gm > getvgre) 一 > Bp cL ugro 
A » KM,T 
二 r 一 Y Ba 一 - 
CpyBto 一 CpvCraC oh z 
Tt 


Ta 8 
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一 一 Fetach,esp 一 icioc&coss 一 
Tc 月 tsaB 


一 2 Crachcep 十 > Cipch cg. 
T'asB 


fsasB 


这 表明 > chgrs 在 v,p,6 的 轮换 (>, p, ac) 之 下 是 不 变 的 ， 


又 因 >,cWgro 对 于 p, > 是 针对 称 的 ， 故 它 对 于 p, ca 亦 然 。 这 
三 及 了 和 炖 障 
(gm)( 5 gc, )(gro) 


是 衬 对 称 的 ,因此 短 障 (《 > ) gc。) ， 也 是 斜 对 称 的 ， 当 就 征明 
了 我 们 要 证 的 事实 ， | 
从 pCG) 和 p(9) 中 任 一 线性 变换 上 骨 可 换 推 出 ,如 PP 是 8 的 

不 可 狗 表 示 , 则 p(G) 是 恒 同 变换 的 倍数 ,但 需 注 意 , 对 于 不 等 价 
的 不 可 物 表 示 、po《(G) 的 特征 值 可 能 相同 ,这 是 和 9 不 同 之 处 . 
例如 ,对 于 4,《n 之 2), 对 任意 XE 4 命 

pi: 入 一 从 

Pp: XC XxX， 
旭 p 和 ps 是 4 的 两 个 不 可 物 表 示 , 它 们 的 首 权 分 别 十 A 和 
一 1,1; 因而 是 不 等 价 的 ， 但 是 


pi(G)= Dje*p Xa) p(X,) 一 人 人》 8 XXX， 
Fr7 hs 
px(G) 一 HD gp KPAKX) = De — XI)(—X) 一 
A 不。 所 
人 >》 g “(XaX) = > ev*(XAX,)’, 
dr 从， 克 


因 (g*) 是 对 称 和 矩阵。 可 是 ca(CG) 和 PCG) 都 是 单位 矩阵 的 倍 
数 , 而 
po(G) 一 p2(G), 
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故 
pi(G) = p2(G). 


我 们 先 利 用 引 理 2 的 证 朋 导 出 下 面 的 
5I 理 35。 设 9 是 牛 单 李 代数 ，P 是 9 的 一 个 表示 . 玫 示 空 立 
为 V、 设 Pi 是 了 的 一 个 子 空 间 , 写 在 p()，p(E。)，p(E-s) 的 
作用 下 不 变 ,其 中 Ee 是 相应 于 根 土 a 的 根 向 量 而 [8。，B8-。] 一 
二 Ha。 豆 w 是 0 在 商 空间 FF 中 的 一 个 权 , 而 w@ 十 ax 不 是 
请 在 /Pi 中 的 权 , 部 有 coEPF 而 eog Vi 使 
PT)eo 三 w(H)eo (mod Fr)， 对 一 切 HEE， 
而 没有 v€V 且 o&F 具 性 搬 
p(H)v (w+ a)(H)r ‘mod V1), 对 一 切 HE b。 
仿 
Cl ™ p(E-a)eo, ”一 Pp(E-a)’'e0, “*"s 
开设 ? 是 第 一 个 非 负 整数 使 
2-p 0(mod V1) 而 0-p-i = p(BE-.)ey 0 (mod VW). 
于 是 


一 2(o，c ) 


(a, az) 
同时 还 有 
p(H)e-i = (o ~ ia)(H)e.; (mod V1), (1) 
p(Ea)e-; = et (a, CR) eitl (mod V1),， (2) 
其 中 填 ej = 0， 


证 . 唯一 需要 证 朋 的 是 (2 ) 式 ， 我 们 用 归纳 法 来 验证 它 ， 因 
w 十 a 不 是 V/V 中 的 权 , 故 (2) 式 对 一 0 成 立 . 发 (2) 式 对 
于 A 之 04 成 立 , 即 


p(BEa)e-e 一 Ct (a, 0 ) eht] (mod V1), 
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天 么 z 
p\Ea)e-ry 三 P(Ea)p(E-a)e-s 二 
二 二 p([ E,, E-al])e-, 一 pC(E-a)p(Ea)e-, 二 = 


三 p(Hua)e-i 十 p(E-a) 4 (a, a)e_s4i = 
= (w 一 Ac a)e-k 十 R(p —*+1) 一， 十 工 ) (&, a)e-, 三 


二 (4#+ 1)(p—%) (a, a)e-t (mod V1), 
2 


即 (2) 式 对 《十 1 也 成 立 ， 
现在 假定 在 中 利用 8 的 一 个 基础 根系 I 二 {ai, @y,***, on} 
5| 进 一 个 偏 序 ， 相 对 于 这 个 偏 序 , 设 ww 是 表示 P 的 一 个 最 高 权 , 郎 
P 不 再 有 比 吧 还 局 的 权 ， 避 gcEZ+， 这 时 ,有 目 然 w 十 a 不 是 权 ， 
那么 根据 引 理 5, 可 得 一 串 权 向 量 e0, e-1,*……，e-p, 其 中 
e-i = p(E-a)’eo, ece-p 关 0，e-o-l 一 0， 
而 它们 分 别 相 应 于 权 o, o 一 a," ,ww 一 pa, 同时 还 有 


_ 2(w, ac) 


(a, «a) 
及 。 ， 
na( Ea)e.; 一 一 2 (a, QA) eitl (2 0 ， i， “*“"*， p) 


9 


其 中 和 证 cei = 二 0。 这 时 表示 空间 mod {eo, e-1,' ,ee-p} 之 后 , 仍 
有 一 最 高 权 w 。 设 o 为 相应 于 w 的 向 量 , 郎 
Pp(H)eo 二 w(H)eo (mod {eo, e-1,°**, e-o}). 
从 es 出 发 又 得 一 串 向 量 eu, ei,' ,eip', 其 中 
ce-; 一 pL(E-_a)’'eo, ep 过 0， 


-pl 一 0Kmodteo， C-ls ”5 e-p})。 


同样 有 


2(w ,a) 


/ mp ie 


(a, a) 
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以 及 
p( Es)e', = eto, a)em mod eos ee 


(i =0,1,..*,p) 
其 中 时 :一 0、 如 此 炎 续 下 去 ,可 得 e0, e-l……，e-pyeoye-l 
ep ， 张 成 的 整个 表示 空间 了 ， z z 
有 了 以 上 这 些 准 备 之 后 ， 我 们 可 对 一 般 的 生 单 李 代 数 9 来 证 
明 第 九 童 引 理 4。 发 8 的 表示 器 恰 含有 两 个 不 可 狗 表 示 p。 和 
pws, 它们 分 别 以 wi 和 ow 为 首 权 ,我 们 分 以 下 三 种 情形 来 讨论 : 
1) 设 p。, 和 pw。 不 等 价 , 但 其 中 之 一 的 首 权 同时 是 为 一 个 的 
权 ， : 
为 确定 起 哟 ,不 仿 设 wi 是 p。, 的 权 . 设 
po(G) = gol, palG) = go,l, 
其 中 g。,, g6, 为 复数 ， 我们 可 以 证 月 g。 过 go 
选 定 9 的 一 钥 基 , 宅 由 5 的 一 租 基 已, 有 已。 及 相应 于 
每 个 根 a 的 一 个 根 向 量 Es 构成 ,但 z 
(Ea, E-s)= 1, 


分 
qit = TradH.adHi, 


(g*) = (gix), 
则 相对 于 这 和 组 共 ,一 个 表示 P 的 Casimir 短 障 是 
p(G) = 2 9p )p(Hi) 十 >3 p(Ea)p(E-a), 
以 V 和 UU 分 别 表 ps, 和 po, 的 表示 平 关 ， U0 中 属于 权 wi 的 向 
量 组 成 的 子 空间 认 作 上 Us。 我 个 知道 U。 是 po,(H;)pm(H4) 和 
Po Ba)pPo,(E-s) 的 不 变 子 空间 ， 以 7 表 U6 的 维 数 , 则 


1 
Sows ~ + ro, pes G) ~ 


| 网 的 
= 2 Tr polHi)po( Ha) 十 


7 j,k 
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和 = 2 Lry pos Ea) po Ea) 
?1 


同样 ， 以 V。 表 了 中 属于 权 wi 的 向 量 租 成 的 子 空间 。 因 w 是 ma 
的 首 权 , 故 Vo 是 一 维 的 . 于 是 
Bol 工 ry past.G) 


= >,q*Tr, po (Hi)po, (Hi) 十 
大 “1 


十 >, Tr, po (Ea)po (EE-a). 
i 1 


Tro po (Hi;)po, (Hi) 二 ro(H;)o( Hi). 


因此 g。 和 go, 的 表达 式 中 第 一 个 和 去 相 等 。 为 了 证 明 go 过 go 
只 需 证 对 任 一 a€ 这 
To pas Be)pol BE-a) > Try PeiCEe)OsCE-)， 
而 对 于 至 少 一 个 a€ 了 “> 成 立 朗 可 ， 更 因 Tr p(E-a)p(Ea) 一 
一 Tr p(Ea)p(B-a), 故 只 要 对 正 根 考 察 即 可 . 
现在 设 & 是 一 个 正 根 ， 根 据 前 面 所 述 , 我 倍 可 以 造 向 量 串 

Cy ec-1 ce-b cg E19 cp (3) 
它们 张 成 整个 空间 U， 因 p。, 不 可 绝 ,U 可 由 权 同 量 生 成 ,因此 可 
以 选取 (3) 中 向 量 为 权 向 量 。 在 (3) 中 选 出 权 为 wi 的 向 量 来 ， 它 
们 就 张 成 U。; 发 它们 是 ay 60,…,é,:。 设 6 出 现在 一 个 长 为 
psy 十 1 的 向 量 串 中 ,上 且 为 这 串 中 标号 是 一 纪 的 疝 量 , 则 


pe (Ea)pel Es)é, = 一 一 (ay a)é,. 


于 是 


Tro。p- (FEJ)p。(E_。) 一 Dn 一 (a, a). 


一 全 1 
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同样 有 
Try po 人 《 巨 c)0。 人 五 -=) = + (a, a) = 


= 一 £ (a,， ¢)， 
2 


而 
201, 9) 
(a, cc) 
同样 ,在 U 中 ,如 一 向 量 串 中 标号 为 一 和 的 向 景 es 的 权 是 wm 期 
_ 2(w1 二 ivg, 0) 


py Ca a = pt 2zv。 
因此 
(i (Cp CO—i) = (i, + 1i)(p+i,)>p, 
这 样 


F 


Try po Ea)po,(E-a) 之 >, > (a.a)= 7 二 (a, oa), 


v=}1 


于 是 我 们 谢 明 了 
一 ro po (万 。)p。 (万 -ao) 之 工 ry po (Ea)po (EB-a). 


更 进一步 ,如 上 式 对 a 有 等 号 成 立 , 则 i 一 0 (w= 1,2,'*"*,r). 
这 时 p。 的 含 权 wi 的 a- 权 串 上 组 从 mo 开始. 但 这 不 能 对 所 有 a 都 
成 立 ， 实际 上 ,以 eo 表 U 中 属于 首 权 w 的 问 量 。 设 大 
cl 一 Do) OBE-a)co， al ao Or ll 

是 UU 中 一 个 权 为 wi 的 权 向 量 ， 售 v 一 p(B-o,)***p(E-a,)eo，、 则 
cl 一 p(E-a)v,v 六 0。 注意 0 的 权 wi 十 a> mmy， 于 是 ei 驶 不 
出 现在 相应 于 合 权 or 的 qj- 权 串 的 权 向 量 串 之 首 。， 因 此 至 少 有 一 
& 使 


1 . 
7 Tr, pos Ea)po,( EB-a) > Ty po CEa)po (EB-a), 


这 束 证 明了 go 二 go 
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既然 go 二 go ， 那 么 可 以 仿照 8， 的 情形 来 证 有 明 P 可 分 解 为 
po, 和 po。 的 于 和 |， 
2) 裔 pu 和 pu 不 等 价 ， 但 任 一 表示 的 首 权 都 不 是 另 一 表示 
的 权 . 
设 六 是 2 的 表示 空间 ，F。 是 台中 搂 p。, 变换 的 不 变 子 空间 ， 
则 V/V。 将 按 po, 而 变换 。 设 e。, 是 V。 中 相应 于 首 权 wi 的 向 
熏 , 避 e。, 征 了 中 相应 于 权 ow 的 权 问 量 ， 根 据 假 设 ,ow 不 是 p。 的 
权 , 琶 ew, VV 
考察 一 切 形 如 
p\E-a):**p(E-s,)p( Ep)::'p(FEp,)e,, 
的 向 量 ,其 中 CC ”CC Bi1,: "“*, 有 ,人 了 他 们 可 以 重复 出 现 ,而 
5 是 任意 非 负 整数 。 如 果 这 样 一 个 向 量 不 为 0, 写 就 是 权 为 
必 一 0 一 一 二 二 二 
的 权 问 量 ， 一 切 这 种 向 量 张 成 一 个 在 2 之 下 不 变 的 子 空 间 V'. 如 
果 六 站 Vo = {0}, 那么 VV 二 Vs 十 V', 因 此 引 理 成 立 ， 现 在 证 
明 V' 个 V。 疡 40} 不 能 发 生 ， 
设 了 人 7。s 关 {0}。 因 7。 不 可 网 , 故 有 V。 CV'， 于 是 
cu; 一 之 crdoco ， 
其 中 c, 为 复数 而 4, 为 形 如 PCE-a)…p(E_-。)p(Ep) PCEp)) 
的 算 子 ， 等 式 右 方 每 一 项 此 有 一 确定 的 权 ， 因 相应 于 不 同 的 权 的 
向量 必 线 性 无 关 (了 一 了 V* 的 推 欧 ), 故 可 发 esi( 所 0) 是 权 
为 ol 的 问 量 。， 又 因 ww 是 P 的 单 权 ( 内 二 Ai 的 首 权 而 不 是 pz 的 
权 ); 故 
Aiew, 二 dieo,， 0 为 兰 0 的 复数 . 
识 4 一 PCE--) 0CE-o)poCBEp) ppC5ps)， wpBiEII 于 是 
一 一 0 一 一 一 十 十 十 B, 
他 区 别 wi > w， 和 co 一 1 这 两 种 情形 . 
如 wi 二 ,上 盎 z 二 0， 于 是 ec。 的 权 是 ws, 它 是 Po, 的 权 ， 但 
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不 是 pw 的 权 。 又 p(Epy)e。, 的 权 是 oz 十 B,. oz 十 月 > w;, 
故 w 十 Bi 是 Po 的 权 , 而 不 是 po, 的 权 , 

如 9 二 wy， 则 ss 汪 >0， 于 是 PCE_-) PCE_。)pCEpB) 
P(E ps) eco, 的 权 是 wi 十 qi， ii 十 三 全 ol 故 轨 十 吧 是 pu, 的 
权 而 不 是 po 的 权 ， 另 一 方面 , wl 又 是 pu 的 权 而 不 是 pw, 的 权 . 

于 是 疝 量 归 辕 为 起 明 下 面 的 引 理 ， 

引 理 6. 设 pi 和 2 是 牛 单 李 代 数 9 的 两 个 表示 ，wE 3， 设 
0 是 定义 在 ! 上 的 线性 画 数 ， 于 是 以 下 情况 不 能 发 生 :9 是 pi 的 
权 但 不 是 p; 的 权 ; 四 十 是 pa 的 权 但 不 是 pi 的 权 ， 

证 。 设 名 是 pi 的 权 , 但 w 十 a 不 是 pi 的 权 ， 这 时 从 名 出 发 
可 造 pi 的 a- 权 串 

WW GW 1 
而 
2(w, a) 
(a, a) 

又 说 w 十 a 是 p; 的 权 , 但 ww 不 是 px 的 权 、， 这 时 从 w 十 a 出 

发 造 2 的 cg- 极 串 
四 十 ao 十 2 ,也 十 (g++ Da, 


p= 


而 
2(w 十 wa _ (oa 

(c， a) 一 es 
于 是 p 十 9 一 一 2. 这 是 不 可 能 的 ， : 

3) 设 p。, 和 po 等 价 ， 这 时 但 ma 一 oa 一 w. 

设 2 的 表示 空间 为 了， 了 有 不 可 约 不 变 子 空间 V， 它 包 有 一 
个 权 为 w 的 权 回 量 eo, 而 它 由 一 切 问 量 

p(E-a )p(E-a,)- ， “P(E.a,)eo, (ai, C23 ”Ci € 11) 

生成 ， 了 模 此 子 空 间 Vi 之 后 , 仍 有 一 权 为 的 权 向 量 so。 可 以 选 
择 oe 使 


一 9 一 


p(H)eo 一 w(H)eo + plH)e, 
我 们 去 钼 时 p= 0, 
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设 a 是 一 个 正 根 ， 造 向 量 串 
esy ei1 = p(B-a)es, ,e's; = p(B.a)'e’,... 
设 p 是 第 一 个 非 负 整数 使 
e-s AE 0 (mod V1), ep 一 DCE_a)e-? 三 0 (mod V1), 
于 是 


A 
p (a, a) p, 
利用 归纳 法 可 证 
p(B)e- = (w — ia)(H)e', + np(H)e,,, (4) 


. 一 和 -二 1 ” 。 
p(BEa)e-; 一 人 (a, QO)e_inl 十 i(p， OW) eitls (5) 


(i =0,1,2,..",p+ 1) 
其 中 让 cl 一 el 一 0. 
在 (4) 式 中 取 i= 二 p 十 1 得 
用 B)e-orD 一 (o 一 (p+ a)(H)e oy. 
因此 e-(wiyp 是 权 为 w 一 (p 十 Da 的 权 向 量 . 但 w 一 (十 1)a 
不 是 的 权 ;, 故 e-orn = 0。 再 在 (5) 式 中 取 i 二 pp 十 1 得 
0= (p+ Dg, a)er. 
因 es 关 0) 故 《ny a) 一 0. 又 因 & 可 取 任 意 一 极 , 故 (ay cc) 一 0 
对 一 切 a€ ,于 是 pp 二 0。 这 吏 证 明了 
p(H)e = w(H)et, 
即 oo 也 是 一 个 权 为 中 的 权 回 量 . 
欧 宗 一 切 形 如 
P(E-a)p(E-a,)'* "p(BE-a)eo (al m, ***, 0,€ I) 
的 癌 量 。 如 果 尼 不 为 0, 七 联 是 相应 于 权 ww 一 aq 一 中 一.…… 一 a 
的 权 问 量 。 它们 生成 一 个 子 空 间 7,, 易 证 了 : 是 2 的 不 变 子 空间 . 
如 果 六 介 Vi 妆 10}), 上 ViCV,， 这 时 
cg 一 EZ ec,Ayeo, 


而 4, 此 为 形状 pCE-o,)p(E-o,)'*'*p(E-a,) 的 算 子 ， 因 相应 于 不 
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同 的 权 的 权 向 划一 定 线性 无 关 ;, 故 一 定 有 
c0 一 ceo 5 为 关 0 的 复数 ， 
子 盾 ， 因 此 一 定 有 Vi 人 Vs 二 10 所 于 是 了 一 十 VV 
这 样 ， 第 九 童 引 理 4 对 于 后 单 李 代数 也 成 立 . 如 同 前 面 所 
悦 , 可 以 象 9 的 情形 一 样 , 由 此 推出 牛 单 李 代数 的 任 一 表示 都 完 
全 可 儿 . 


$ 3. 秆 单 李 代 数 的 基础 表示 


定理 5、 设 9g 是 个 单 李 代 数 , b 是 它 的 一 个 Cartan 子 代 数 ， 
I = (a; mw，……，, an} 是 它 的 一 租 基础 根系 ， 座 pi 和 ps 是 8 的 两 
个 不 可 先 表 示 , 宅 们 的 表示 和 屏 天 分 别 为 Vi 和 ,而 它们 的 首 权 分 
别 为 ol 各 wp， 于 是 p = 二 pi 的 pz 舍 有 唯一 的 一 个 不 可 区 分 量 , 写 
的 首 权 为 ol 十 wz (这 个 不 可 和 罗 分 量 让 已 人 人 pi p2). 

证 。 设 ec 见 , ce ,ey 是 Vi 的 一 租 基 ,而 且 它 们 都 是 p; 
的 权 同 量 ,其 中 ey? 相关 于 p; 的 首 权 wi(i = 二 1,2)， 于 是 ec 多) 
束 是 p = 二 pi 的 pz 的 权 徊 量 ;实际 上 ,如 e1? 以 wr? 为 权 ,e8? 以 ww 
为 权 ,出 

pH)(e el)) = pH)e Be 十 et BpAH)e? = 

= (oN H) 十 wi(H)) (ee), 
即 ci @e 和 六 以 of 十 ww 为 权 ， 特别 et?@e 加 是? 的 权 向 量 ， 
相应 于 权 wm 十 oz。 因 w; 是 pi; 的 首 权 , 因而 是 p; 的 单 权 而 且 比 
pi 的 其 余 的 权 都 高 (i 二 1, 2), 故 wi 十 wz 是 P 的 单 权 , 而 且 是 P 
的 最 高 权 ， 

以 让 表 了 中 合 e@ei 的 最 小 不 变 子 空间 (所 谓 不 变 是 指 相 
对 于 P 而 言 )。 我 们 来 证 明 V' 是 不 可 移 的 。 设 8 可 铭 , 根 据 完 全 
可 物性 定理 ( 序 定理 4) ,可 误 

~ 一 Ui 十 U;, 
Ui, Uz 都 是 非 0 不 变 村 乍 间 .将 ei?@e? ”相对 于 VV 的 这 个 让 和 
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分 解 
er Bed = vw, vkU, wnEl, 
我 们 有 
p(H)(e? Be ) = (wi ow) (H)(e en), 
将 el?@e2? 二 vi 十 vo 代入 得 
PE) 十 pH)v = (wi 十 wi) (Hvi 十 (w+ wa)(H)w. 
于 是 : 
pH)a = (wi ww) (H) vr, 
z pH)v 一 (ol ww) (FH)vw. 
因 wi 十 wz 是 P 的 单 权 , 故 vi 二 0 或 v2 一 0， 又 因 coDQ@ei 一 
二 051 十 V2， 故 1, v2 不 能 同时 为 0 设 v2 二 0, 划 eb@eD = 
因 7 ”是 包 有 ec 四 ed 的 最 个 不 变 子 空间 故 了 CC 0, 于 是 
7 = UI， 这 样 U: = 0, 矛 盾 。 这 证 明了 7 就 是 P 的 不 可 物 子 空 
间 。 因 ei?@e2D EV', 而 ejb@eD 的 权 是 wi 十 wy 故 P 在 六 上 
诱导 出 的 不 可 物 表 示 mm@pa 以 wy 十 w2 为 首 权 。 这 就 起 明了 定 
理 5, 
仍 设 9 是 守 单 李 代 数 ,58 是 它 的 一 个 Cartan 子 代 数 ，IT = 
二 ta G2，"**, Qn} 是 写 的 一 组 基础 根系 ， 用 下 式 定 义 上 的 z 
个 线性 画 数 oil, ww: 
ci，C1) 
多 
则 oil， oz ……， own 都 是 支配 整 线性 图 数 假定 有 9 的 不 可 竟 表 示 
pi， 0 …，p， 存在 ,它们 分 别 以 mw oz ,ws 为 首 权 .现在 设 
w 是 定义 在 上 的 一 个 支配 整 线性 芳 数 , 即 
2(o a; ) 
(ai ai) 
都 是 非 负 整数 .那么 ,根据 定理 5， | 
DC OO PO pO : ` © pr “+* 0p» 


7 了 1 7 2 全 


ii (i,7 = 1,2,..*,), 


7; (i = 1,2,...,7) 
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将 舍 唯 一 的 一 个 以 名 为 首 权 的 不 可 狗 分 量 。 因 此 要 证明 定理 3 的 
第 二 部 分 ,只 须 证 明 不 可 物 表 示 pi1, Pp;, "ps 存在 .81. pz， 
ps 称 为 8 的 基础 表示 ， 
定理 6. 讼 盾 单 李 代数 9 分 解 成 两 个 咎 单子 代数 8 种 9 的 
站 和 : 9 一 9 十 9 并 识 9 的 Cartan 子 代 数 9 相应 地 分 解 戊 9 
的 Cartan 子 代 数 和 9, 的 Cartan 子 代 数 机 的 志和 : 6 二 =b 十 52， 
更 设 I= ta, @， ap Bz, ，pB 是 8 对 于 9 的 一 和 组 
基础 根系 ， 其 中 I = ‘qi, wz，……, Qs} 是 91 对 于 的 一 租 基 础 
根系 ， 而 I = {Bl, B,,，'……, Bs} 是 9g 对 于 所 的 一 组 基础 根系 ， 
于 是 
i) 如 p; 是 9; 的 一 个 不 可 物 表 示 ， 表 示 空 并 为 V;， 首 权 为 
wi(i 二 1，2)， 命 
p(XI mB) 一 p(X + vp X2) v2 
(如 苹 二 Xi 十 XX1€ 91, Xi€ 92, vi€ V1, v2€Vi)， 则 PP 是 9 的 
一 个 不 可 约 天 示 ， 表 示 空 并 为 了 一 VV2, 首 权 为 wj 二 ez。 如 
对 任 一 HE8 定义 
(oa 十 wa)(H) = aH) + wa Hl), 
其 中 HH 二 Hi 十 H2, Hi€t bh, Hk b,, 
i) 反之 ,9 的 任 一 不 可 和 芍 表 示 和 名 可 按照 i) 的 方式 获得 . 
证 ， 设 XE98 而 XX 二 Xi 十 XX,，X1€91，X2€9;， 命 
p(X ) v1 一 p(X v1, vi€ Vi 
PAX)v2 一 pa KX2)v2, v2€EV, : 
则 pi, pz 显然 是 9 的 不 可 狗 表 示 ,表示 空间 分 别 为 ra 各 V,, 首 权 
分 别 为 @ 和 wz. 如 对 任 一 蝇 €《9 定义 
wo(H) = oH), wa(H) = wlH2), 
其 中 只 一 六 才 sp¥ Hi € 5 ， Ha € by, 于 是 
Pp = pO pa. 
因此 要 将 i) ,只 需 旋 A 不 可 狗 部 可 . 
设 V; 有 一 钥 由 权 向 量 租 成 的 基 {e)?, ce 内， …-， ep) (i 一 
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一 1，2) ,而 e 关 相应 于 权 wi 人 CG 一 1, 23 下 一 1 2，… 55), 其 中 
wh 一 ,wh 一 wz。 很 据 定 理 2 的 证 明 , 可 设 ef 犁 为 形状 
PE-。 JOBE-oi ‘p(B, em (s > 0), 
而 。 六 ” 沸 为 形状 
pa Ep )pA Ep )** pA Ep)er 《之 0)， 


其 中 Qi, Qi I， Br, Bo, ,Bo€ ll 因此 ,如 以 六 
表 『 = 一 JIQTY: 中 包 有 cei 久 史 的 最 小 不 变 子 空间 ,上 则 由 P 之 定 
义 容易 推 得 V' 必 包 有 一 切 ei?@e 和 一 1 2， ,51 一 工 
2,.……, $2), 于 是 上 一 了 。 再 根据 定理 5 的 证 明知 , V' 不 可 秩 ， 
因此 VV 不 可 徇 。 这 诈 明 了 i， 

现在 设 2 是 9 的 一 个 不 可 徇 表 示 ， 下 示 空 间 为 V, 首 权 为 w. 
P 对 9 的 限制 是 9 的 一 个 表示 pi1, 而 P 对 9 的 限制 是 9 的 一 个 
表示 pi. [91, 92] 二 0;, 故 对 一 切 X),€ 91,，X2€ 92， 


PCXIJPCX2) = p(X2) PX); / (1) 
亦 即 对 一 切 Xi€ 91, X;€ 9092， 
PiCXI1) PK2) 一 pi Xi) pi(X1). (1) 


如 ps 可 移 , 因 P 不 可 绝 , 故 由 (1 ) 式 根据 Schur 引 理 推 知 ps 一 定 
分 解 成 一 些 两 两 等 价 的 不 可 狗 表 示 之 和 :; 即 
mm 一 p 十 2 十 … 十 pa 
51 个 
其 中 pz 是 9 的 一 个 不 可 锡 表 示 , 并 设 它 们 在 p; 中 出 现 5 次， 再 
设 pz 的 级 数 是 2， 则 dim 了 一 wez。 即 可 选 了 的 一 组 基 使 ps 中 和 矩 


阵 有 形状 
PCX2) 


pi\X2) 


$1 个 


p(X2) 一 9 X2€ 92， 


pz\X2) 
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那么 ,根据 Schur 引 理 , pi 中 和 矩阵 有 形状 
an(XDT,, av(X1)1,, “>” aw (XT,, 
aa( XI, ap( X11,, 四 a (XI, 


pi(X1) 二 Xl € 4. 
a KL, a XT oan (KL, 
an(X1) an(X1) ‘+ arlX1) 
p(X1) = ed a : A) 
asi( R11) a2 KI) qos (XI) 
Xi 一 PICX1) 
征 9 的 一 个 表示 , 航 数 为 si, 而 


pi(X1) 一 n(X) GOT， 

于 是 ,如 X = 二 Xi 十 XX,，X1€ 91，X2€ 92, 则 

p(X) = p(X1) 十 p(X2) = p(XDOI, + 1, p(X,). 
双 因 2 不 可 狗 , 故 pi 也 一 定 不 可 和 鸥 ， 这 就 证 明了 ii). 

由 葡 明 的 过 程 可 网 ,如 2 的 首 权 由 分 解 成 

w= 二 wo, EN, w Ebr, 

则 m 是 以 wi 为首 权 的 不 可 物 表 示 , pz 是 以 wo 为 首 权 的 不 可 狗 表 
个。 | 
条 理 。 千 单 李 代 数 9 的 基础 表示 只 将 9 的 一 个 单 理想 一 一 
地 表 出 ,而 将 其 余 的 单 理想 全 映 成 0 

证 。 因 首 权 是 0 的 不 可 和 弧 表 示 是 震 表 示 ， 

于 是 要 证 明定 理 3 的 第 二 部 分 ， 只 要 对 于 单 李 代数 来 证 明基 
础 表示 存在 名 行 了 ， 


34. 张 量 心 示 


设 V 是 复数 域 上 的 N 维 向 量 空间 ，? 为 一 正 整 数 ， 我 们 造 y 
个 的 Kronecker 积 
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VV = VOVO.:.….%V, 
” 个 
V? 称 为 7 阶 张 量 空间 .发 et, ez, ，ev 是 的 一 租 基 ,那么 
ei ei, ec (1 < 1 322 N) 
跷 构成 V" 的 一 租 基 . 
现在 设 9 是 一 李 代 数 ,P 是 8 的 一 个 表示 , 表示 空间 为 了， 锅 
XE9, 开 么 定义 
{p(X (er ei BOBe,) = 


一 》 eBei, B® ei,_ DpX)ei Be Be 
j=1 


则 p' 是 9 的 一 个 表示 ,表示 空间 为 了 "实际 上 ， 
0 一 pa…@0， 
?个 

更 设 9 是 咎 单 李 代数 ,而 el, e;,"… ,en 是 P 的 权 向 量 ,分 别 
相应 于 权 Dl W229" wy, 于 么 ei ei Oe 珀 是 2 的 
一 个 权 向 量 ,相应 于 权 on 十 wi, 十 十 oj， 特别 ,如 果 不 可 
狗 且 wm 是 P 的 首 权 ( 自 然 是 相对 于 9 的 一 组 基础 根系 开 而 葡 ) , 那 
么 rol 了 束 是 pr 只 度量 权 而 相应 的 权 向 量 是 e110 cl 的 Oa, 


-一 -一 一 一 
7 个 
于 是 V' 中 舍 el 因 c 因 … :办 ee: 的 最 小 的 不 变 子 痊 间 是 不 可 多 
Ne 


” 个 
的 (根据 定理 5)， 七 给 由 9 的 首 权 为 rw 的 不 可 攀 表 示 , 这 个 不 可 
狗 表 示 妃 作 pr 
考察 7 个 文字 1, 2，.…，,y 的 对 称 昔 %。 发 p€5,， 对 i， 
V2 "*, v,€EV 定义 
cAIIEIVIA "° * Cv,) = vv) CO * CO vplr)s 


p—> Pp(P) 
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就 是 $, 的 一 个 表示 ， 而 表示 空间 为 -自然 这 个 表示 可 扩充 为 
5, 的 替 环 R, 的 一 个 表示 :如 a 二 > ,ep ,bp，ez 为 复数 , 则 
peE Sp 


Pla) = Sap lp). 
peEsSy 


不 难 证 明 。 如 果 VV 是 李 代 数 9 的 表示 P 的 表示 空间 ， 则 对 一 切 
a€ R, Kk XEy, 
pla){p(X)} = {p(X)} plea). 

因此 对 于 三 环 R, 中 任意 一 组 元 素 4, a1, , am, 如 全 

Vlasam) 一 (WE€V' 使 (aD 一 … = gp(an)u = 0}, 
则 Vt ,zy…am) 是 or 的 不 变 子 空间 .pr" 在 这 个 不 变 子 空间 中 诱导 
出 的 和 表示 亿 作 pf or 

特别 ， 我 们 取 {e 一 plp€5,}， 就 得 到 Vicpipes, 和 
pte-plpEsr}， 其 中 6 表 5, 的 单位 元 素 。 V' 中 向 量 


N 
于 一 >》, Gj-ir ei ei *? ‘esi, 


属于 V {pipES,} 当 且 仅 当 对 一 切 pe dr, . 

ig)iple) iplr) Ciliaire 
因此 Vi_pipes,; 中 的 同 量 称 为 对 称 张 量 ， 而 这 个 空间 本 身 称 为 ? 
阶 对 称 张 量 空间 ,这 个 空间 也 妃 作 中 ,而 or 在 其 中 诱导 的 表示 
记 作 pn， 设 my oo 是 VV 中 向 量 , 划 向 量 

Djvow® Dp2)C9 CO vpts) 


PpESr 
称 为 ai 人 oo 四. .四 ww， 的 对 称 化 ， 于 是 向 量 
er Be BBes (Iii i,<N) 


和 对 称 化 后 就 构成 wo 的 一 棚 基 ,因此 dim v9 = (”+ 7 了. 


; 
更 进一步 ,如 P 是 年 单 李 代 数 9 的 不 可 的 表示 , 而 el cz ,en 
是 相应 于 权 wi, oz ,wn 的 权 向 量 , 其 中 wi 为 首 权 ,那么 

ei ci, : ‘ei, 
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的 对 称 化 就 是 pp" 的 一 个 权 回 量 ,相应 于 权 (7 十 ji, 十 … 十 Ci 。 
因此 pn 的 最 高 权 为 rot。 将 pm 的 以 rwi 为 首 权 的 不 可 和 芹 分 量 记 
作 p55, 自然 有 pr = 5 
其 次 ,我 们 取 {e 一 sgn (p)plp&5,}, 其 中 sgn (p) 二 1, 如 2 
为 偶 置 换 ，sgn (p) 一 一 1, 如 PP 为 奇 置换 ,就 得 到 Visgn (pypipes,) 
和 ptc-sgntpypipesry。 V' 中 向 量 
N 


到 一 人 >》 ， Qirien ei "* ‘es, 
rl 


属于 Vitesgn(p)pIpES,} 当 且 . 仅 当 对 一 切 p € Sr, 
Dig)ipla) p(s) SBD Paivisise 
因此 这 个 空间 中 的 向 量 称 为 ” 阶 和 针对 称 张 量 ， 而 空间 本 身 称 为 ? 
阶 儿 对称 张 量 空间 ,也 记 此 空 半 为 Vit", 而 p’ 在 其 中 诱导 出 的 表 
示 记 作 pt 设 1 02 **, v:C F , 问 基 
2 ,sgn (PI vpWO Vp) OO: QO wns) 


pe Sr 
称 为 v1. 的 v2 的 … :的 v， 的 作对 称 化 , 认 作 
[ »,， 22， zh 
于 是 问 量 
enOe OBe, (Zi <i) 


经 儿 对 称 化 后 就 构成 za 的 一 粗 基 ,因此 Vt" 的 维 数 是 (”). 更 


进一步 ,如 P 是 千 单 李 代 数 g 的 不 可 狗 表 示 ,而 el, ce2,"…*,en 是 
相应 于 权 wy oz …，wx 的 权 问 量 ,那么 
[eiy eis es er) Gi i) 

就 是 p'7 的 一 个 权 向 量 ， 相 应 于 权 wi 十 oj 十 …… 十 wi,， 如 果 
还 有 

0 之 2 之 ，， 之 ON) 
那么 pl 的 首 权 是 

十 92 十 十 w 
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这 时 我 们 将 pm 的 以 由 十 wi 十"… 十 wo 为 首 权 的 不 可 锡 分 量 
记 作 pi， 


$ 5. 单 李 代 数 的 初等 表示 
发 9 是 一 个 单 李 代数 ,0b 是 它 的 一 个 Cartan 子 代 数 , QI 一 
一 ta 02，,""*，0nj 是 9 相对 于 9 的 一 组 基 础 根系。 设 P 是 9 的 
一 个 不 可 移 表 示 , 以 % 为 首 权 .我 们 回忆 ,PP 是 一 个 基础 表示 ， 当 
且 仅 当 在 它 的 图 中 ， 所 有 附 在 基础 根 的 图 图 或 黑 点 上 的 数字 ， 除 
一 个 是 1 外 ， 其 余 都 是 0。 因此 每 个 基础 根 a 都 对 应 着 一 个 基础 
表示 ps。 在 它 的 图 中 ，a 上 的 数字 是 1 而 其 余 的 根 上 的 数字 都 
契 0. 
我 们 烈 出 单 代 数 的 Dynkin 图 ,并 将 基础 根 加 以 燃 号 


An 一 一 0 一 0… 和 0 一 一 DO Ga @=0O 
1 2 3 nna--l1 姑 2 i 


Bn 和 一 一 O 站 下 一 一 和 一 一 一 小 
l nn nl 3 2 2 4 3 1 
Cn O=—® OO Ee 0—0—0—0——O 
办 nl 7 一 了 2 1 4 ‘| 9 3 
OQ 
2 
© 
i MN 
D» 0 一 0……0 一 一 0 EE 0——0—-0——0—0—0O 
pe 7P 一 1 4 3 2 4 6 | 5 1 
OO 
2 0 
3 
Fa OO—— 0O—— 00”—”—O——— OO—— 人 0-——o OO 
1 3 5 7 | 6 2 
O 
4 


(注意 ,对 于 舍 两 种 长 度 的 向量 的 基础 根系 , 黑 点 表 较 短 者 ). 

我 们 来 考察 一 个 单 代数 的 Dynkin 图 。， 图 中 只 与 另外 一 个 点 
相连 的 点 称 为 端点 ， 例 如 4, 中 的 1,w; Eo 中 的 1,2,3 等 。 对 应 
于 器 点 的 不 可 移 表 示 称 为 初等 表示 。 4 的 仍 等 表示 全 作 pi, ps} 
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Es 的 倪 等 表示 计 作 p1, Pz， ps 等 . 
说 B 是 单 代数 9 的 Dynkin 图 的 一 个 端点 。 我 倍 改 .8 的 分 支 
十 措 的 一 串 扩 (或 基础 根 ) 
Bi = B, BB, .…:, Be 


具有 以 下 性 质 者 : 
1™ 每 个 点 Bi 一 2.,.3,-…… 8 一 1) 只 与 Bj-1 和 Bri 相连 ， 
而 不 与 图 中 其 宅 点 相连 . 
2”B; 和 Bini 之 间 的 联接 只 能 是 以 下 三 种 形式 : 
Bi pi 
O—0O  ， 
有 ; Biti 
8———0 ， 
Bi: Bin 
@——0O ,， 


而 且 如 果 是 最 后 一 种 形式 , 束 一 定 有 i 十 1 二 

3” 在 点 串 Bi, Bz,' ,Bx 中 再 增加 一 个 点 (基础 根 ) , 则 不 可 
能 仍 具 备 性 盾 1” 和 2 ， 例 如 ， 单 代数 4, 8,C,，D, EE,，F,，G 有 
以 下 的 分 支 : 


ph {i 2 "及 G, {> 
ns nm—1l, .…. 上， 2 ， 
B, | 1, 19 F, | L ， 3， 4。 
2， 3 ， - 2， 4, 
1, 4, 6,， 
1， 2, 77 、 
Cs, | Ese 2 ， 0， 
| 
3, 2, 0， 
上， 1 1， 2， > 
D, 4 2, 7, F,， 2，4，6，7， 
3 ， 4， “*™ 2, 3， 7 ， 
1, 3, 5,、7, 8,， 
Es 2，, 6 ， 8 。 
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定 连 7， 裔 有 是 单 代 数 9 的 一 个 器 点 ,而 
B = B, B,,*, Bn 
是 旧 的 分 支 , 央 对 于 > 一 1 2,，*'-, 朋 ,有 


pp, = pl, 
证 。 以 @ 表 pp 的 首 权 , 即 
2(w ,BD) 
(BB) 
2(%,0) 0 对 aec 开 而 xs 有 8 


(Ca， a) 
要 据 引 理 2，w 一 a (a 了 而 a 妆 B1) 都 不 是 pp, 的 权 , 而 w 一 Bi 
是 pp, 的 权 ，o 一 2B! 也 不 是 pp, 的 权 ， 于 是 w 一 Bi 是 pp, 的 第 
一 高 的 权 。 仍 根据 同一 引 理 知 ,o 与 w 一 B 有 相同 的 重 数 ,因此 


wo 一 有 也 是 单 权 . 
广 意 
2(w—B,B)_ 1 . 2(w CO— Bi, B) _ 1，, 
(Bi, Bi) (B;, B;) 
2(w— Boa), 对 aE 1 而 a Bi, By 
(a, a) 


根据 同样 道理 , 一 Bi 一 a (a€1l, a < B,) 都 不 是 pp, 的 权 , 而 
w 一 Bi 一 Bb 是 ps, 的 单 权 ,，w 一 BB 一 2Bs 也 不 是 pp, 的 权 .。 于 
是 w 一 有 一 由 是 pp 的 第 三 锅 的 权 ， 

如 此 炎 续 下 去 ,我 们 得 到 pgp, 的 一 系列 权 : 

oo 一 Bo 一 有 一 Po 一 有 一 有 一 一 有 
它们 都 是 单 权 ,其 中 第 一 个 是 首 权 ,第 二 个 是 第 二 高 的 权 、， 第 三 个 
是 第 三 高 的 权 等 等 ， 这 样 p 风 的 首 权 wy 就 是 

or 一 外 十 (oo 一 有 十 十 (人 o 一 及 一 … 一 有 8) 一 

一 Jo 一 (一 1)8 一 人 一 2) 有 一 … 一 及 -0 
(1 7 A), 
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Brit D) -2 -+(r -i D0, 
(i = 1,2,.…: ,+ —2) 

2(w0,, Bl) ;20, 

(B,1, B,-1) 

2C%,, 有 8.) 一 1 

(B,., B,) 


0. 如 xcEILI 而 cs 关外 8， 8 


(oa, a 
这 束 证 明了 w, 也 是 pp, 的 首 权 ， 因 此 
pp, = pi, (r= 1,2,..., A). 
由 定理 7 立 列 推出 ,要 证 明定 理 3 的 第 二 部 分 ,只 要 对 于 每 个 
单 代数 让 明 饭 等 表示 存在 即 可 。 在 下 面 两 章 里 ， 我 们 了 吏 要 对 典型 
李 代 数 来 证 明 这 一 点 . 


第 十 一 章 ”典型 李 代 效 的 表示 


$ 1. 李 代 数 4. 的 表示 
和 以 前 一 样 , 合 m 二 十 1， 我 们 知道 
>, A; 一 一 ol 
1 


是 4 的 一 个 Cartan 子 代数 ，4。 相应 于 9 的 根 是 
MO— hs iSR, leQi, REm., 


b) 一 | 1 


而 
人 1 一人， 1 一 人 13， … 人 一 人 5+i 
是 一 组 基础 根系 , 好 可 民 在 一 个 2 十 1 维 欧 氏 空间 
FE"+ 一 《ea 十 az 十 … 十 Za4+IXa+l| 2 实数 } 
之 中 ,而 


闻 十 和 
bo 一 ja 十 azh2 十 ”十 aat+a+il ai 实数 ， 人 Gi; 一 ol. 
1 
BE” 中 有 度量 


A 4) = Ch 1 一 … 一 (一 一 一 一 
(A1, A1) = (X42, 42) (X41s Mnt1) 2 1 


(Xp, ha)—=0 (pg). 
我 们 回忆 ，E"+! 中 一 个 向 量 称 为 正 的 , 如 果 写 的 第 一 个 非 寺 系 数 
是 正 的 ， 这 样 就 在 _B?+ 中 引进 了 一 个 次 序 , 而 这 个 次 序 在 如 中 
诱导 出 一 个 次 序 , 相 对 于 这 个 次 序 的 素 根 系 即 是 
Mi 一 Az, h2 一 hss ,hs hntlo 
任 取 和 中 一 元 素 


wo 一 CA 十 io 二 十 Gmhm, >, a; = 0, 
i 
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如 果 wo 是 < 的 某 一 表示 的 权 ? 


(a; — 


7 ak ) 
2(w,， A; Mk ) - 
(0s hh, A; 7 A ) 


a a 
1 


1 十 工 


一 定 是 整数 . 因此 av(l1 委 " 委 z) 是 以 a 十 1 为 分 母 的 分 数 而 
它们 人 彼此 间 短 一 整数 .其 次 ,如 ww 是 其 一 不 可 物 表 示 的 首 权 ,一 定 
有 


2(w, 人 ; 一 Ai+1) 
(4; 一 


- -二 gi 一 gt 之 0， (i 
hiii, Mi 一 Ai+1) 
a 


一 2L2 n)， 


Cl 之 ia 之 


之 ar 之 do+l 
如 到 是 基础 表示 px -4 的 首 权 , 束 有 


41 一 a2 二 1， 7 i 一 


=a, 一 4a+l 一 0. 
由 此 下 ma 十 ez 十 十 ao 一 0 即 可 推出 
a ~ a 一 一 上 .. a — 二 1 
1™ 2™ VT " n+] 风 
nil n+1 ”” +1 
衣 [ 
Ww-2, 一 41 十 一 - 十 二 一 
7 十 二 十 1 7 十 1] 
又 ,一般 地 如 由 是 基础 表示 Ppa-asnkt li, 2， “12) 的 首 权 , 训 
有 
a4 二 0,.**,4-1™— 4 二 0， di ~ di+1 二 1， 
ditl™ 0it2 一 0 ao 一 4o+l 一 0。 
由 此 及 和 十 十 :十 an 一 0 即 可 推出 
一 本 
1 2 1 7 十 二 9 
一 上 
Uitl YY Until 一 


xX 十 1 
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BC 
ii 一 对 一 工科 十 ,十 于 一 二 二 二 十 
?2 十 工 2 十 工 
+ 一 一 Ai+1 十 …。 才 人 :+1。 
72 二 二 7 
特别 , 锣 等 表示 pi-;。 及 pi 的 首 权 分 别 是 
7? 一 工 一 二 
0 人 一 一 一 一 一 A 十 A2 十 "*。 十 A 
人 一 人 十 | 1 1 2 7 1 二 +139 
Wh- hn 一 ! | 十 一 一 十.…- 十 l 人 ， 十 
7 十 工 2 十 工 1 十 
十 一 Antl, 
2 十 
我 们 来 定 出 4; 的 初等 表示 。 对 任意 XE 4。 合 
X 一 > 全 ， 


这 束 得 到 A 的 一 个 不 可 物 表 示 ，、 首 权 是 wi,-1,， 这 个 初等 表示 
p21.-:。 简 记 作 zxi。 其 次 ,对 任 谷 X€ 4 人 
X->— XX, 

这 就 得 到 A, 的 另 一 个 初等 宪 示 pt- 将 它 简 记 作 =， 我 们 知 
道 ,r 即 是 的 道 步 表示 ,或 星 罕 示 , x = 二 (mm )#. 

我 们 证 明 , 对 任意 《= 二 1,2,…, 7, zi*! 和 zw 都 是 不 可 物 
的 ,因此 可 一 台 和 0，ri 一 za， 只 须 起 明 x}*! 的 不 可 锡 性 序 
可 、nu*i 的 不 可 物性 可 用 类 似 方 法 得 出 ， 设 是 ri 的 表示 空间 ， 
则 mt*1 的 表示 空间 郎 是 & 阶 斜 对 称 张 量 空间 了 多, 我 们 知道 二 有 


n 十 工 个 权 : 
他 一 1 一 
UN 一 = 人 1 十 一 一 一 人 十 ， 十 一 一 -人 
n+1 a 二 1 十 1 9 
7 一 十 4 -一 
TTI i ri” 
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202 
wa 一 wz (hs 一 ja) 一 -1 Xi 十 一 ! 人 2 人 3 十 
了 2 十 荆 1 十 工 十 1 
十 "十 An+1, 
好 
有 1] 
ntl 0 一 (0, Mn+1) 一 人 1 A2 十 
72 1 1 


+ 二 一 
2 十 nn 二 1 


V 是 a 十 1 维 的 ,所 以 它们 都 是 单 权 , 于 是 zf 一 共有 2 ) 


权 
Wi, 十 wi, 十 十 wi (让 过 纪 过 i < 天) 


而 且 宅 们 都 是 单 权 .。 设 ei1, ez，'"* ,enti 分 别 是 了 中 相应 于 权 
Wis C2 "9 Wnt] 的 权 问 量 , 基 


el， “2Z9 “9 ,| ck ] 


就 是 Zo 中 相应 于 xj 的 最 高 权 
CI 十 0 十 … 十 


的 权 癌 量 。 注 意 
二 四 十 人 


+ 人 A 十 一 
1 十 工 


。。 + -一人 ，， 
十 1 


Xan 十 
了 2 


7 一 十 荆 : 
pt ot A , 


了 二 1 


A 


十 ~- 
Fl ok + 1 


易 见 对 的 任 一 权 wi, 十 wi, 十 .… 十 wi 紫 可 通过 4, 的 Weyl 个 
的 一 个 元 素 从 十 …' 十 w, 获得 ,因此 za*i 不 可 物 ， 
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x = Xx R= 1,2,...,n, 
nt = A k=1,2,.*:,, 
那么 zn， , x。 就 是 4, 所 有 的 基本 表示 ; 对 ,网 ，…， rn” 亦 然 ; 
而 且 
re ~ rt R=1,2,'..,7, 
最 后 ,我们 研究 怎样 从 张 量 空间 得 出 4 的 任 一 不 可 和 绝 表 示 ， 
以 rks-tn 表 其 图 为 
1 ks Ka Ra kn-1 kn 


大 
© 0 一 一 一 一 OO……oO 一 一 
1 2 3 4 人 一 工 7 


的 不 可 攻 表 示 。 这 个 不 可 划 表 示 可 用 基本 表示 造 出 : 
Th ky-kn 一 rr rt, 
以 空 立 Fi 7 ,VV 表 zw, Xr;，'…* ,7 的 表示 空间 , 划 在 
区 四 网 Fo 网 .OF 知 
中 ,相应 于 最 高 权 
Riwi + Rowz 十 ”十 Ryn 

(ol v2， ws 分 别 是 zc, ma， ,x 的 首 权 ) 的 向 量 是 

ci 的 Dee] 有 el® 


人 


Aa 《2 
6 … ‘1e, "**， cj] :|ei, “3s enj, 
No 
Rs. 


分 Dp 二 锯 十 2 十 ……* 十 mt],， 则 这 个 问 量 是 张 量 空间 V” 中 的 
间 量 ， 因 此 ,车 分 解 张 量 空间 V? 成 不 可 的 子 空间 ,就 会 有 ~- 个 不 
可 锡 子 空间 上 作用 着 表示 igwhy. 


$2. 李 代数 C, 的 表示 


已 知 C。 的 根 是 
士 人 ;十 从， 士 2A， (2, 二 1， 2,.….,7;2 之) 


204 第 十 一 丫 ” 典 再 李 代 数 的 胡 示 


而 
人 1 一 hzs hz 一 43，……， 人 -1 一人， 2hn 
是 一 租 基 础 根系 ， 我 们 知道 
bs 一 (at 十 … 十 An | a; 实数 } 


中 有 一 定 正夫 积 
1 
(ay A1) = (2X2, 42) 加 (Xs, 7) 一 tn 二 4 
(Xp ， 1a ) 二 0 如 p 关 4 
我 们 研究 娩 中 一 元 
d = CI 十 62 人 2 十 …， 十 a 

何 时 是 C， 的 某 一 表示 的 权 . 如 中 是 权 ， 

2(4w， 士 N; 士 Mk) +a;+at 和 2Cw, 土 24;) + a 


( 土 A; 士 A4, 土 h 土 A44) ( 士 21;， 土 24;) 
一 定 都 是 整数 这样 一 来 , a; 全 是 整数 。 其 次 ， 如 是 基 一 不 可 
约 表 示 的 首 权 ,一 定 有 


2(6w, A; 一 人 ;1 ) 二 4; 一 411 这 0 和 2(w, 24) 一 ”>0 
(4: TT 人 ;+15 人 ; 人 ;+1) 《人 27。， 2 人 ) | 


因此 
4 之 42 之:…' 之 cr 之 10. 


当 2 之 2 时 ,如 wi,-1,,， 是 基础 表示 p1,-1,,， 的 首 权 ,就 有 


5 一 0i+l 一 工 ， 
dado 4 A- di A 4Ai142 = 
14rd 0. 
1 


wa = 1 1 
又 如 wz 是 基础 表示 px 的 首 权 , 整 有 
A414 4 Al adn 二 0, dr 一 |， 
于 是 
021 一 人 十 4 十 十 人， 
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当 2 之 2 时 ,，C, 一 共有 两 个 初等 表示 , 即 1 -4。 和 pw (对 
意 XEC。)， 分 
X—> 
就 得 到 C， 的 一 个 不 可 物 表 示 , 它 的 权 蚌 
十 1， 十 人 …….， 土 人， 
它们 都 是 单 权 , 而 41 是 最 高 权 , 因此 这 个 表示 就 是 px1,-;,, 将 它 简 
Bb 作 pt， 仿 
pr = pF (k=1,2,..,7), 
则 pi, pz …，p， 就 是 C, 的 基础 表示 ,而 pw 即 是 C, 的 另 一 个 杞 
每 表示 P2X，， 
以 OR Rokn 才 其 图 为 


RL Ra As kn 

秆 一 一 生 一 一 全 一 一 一 全 :全 一 -名 OQ 

1 2 3 2 
的 不 可 和 交 表 示 ,显然 有 


所 下 DO p29 “*? CG pan. 


$ 3. 李 代 数 B, 的 表示 


已 知 中 的 根 是 
十 人 ; 士 人 ez < 克 )， 士 人 ; (2,h=1,.*., 7) 
而 
人 ) 一 人 2， 人 2 一 人 3， "ys An-1 — A,， Ay 
是 一 租 基 础 根系 ， 我们 知道 
jz 二 《adi 十 十 arhr|ai 实数 | 
中 有 一 定 正 内 积 : 
1 
(AI 41) 一 ”一 (Ns 和 A,) ”本 7 
(AMp， ha) 一 0， 尹 天 9。 
吉 o 一 ca 十 .…' 十 cc 是 C， 的 其 一 表示 的 权 , 则 
2(o ， 二 A; 圭 A) 士 z; 士 mr 和 2( ， 士 人 ; ) _ 
( 土 Aj; 土 A%, 土 Ai 土 Ai) ( 土 X;, 土 4;) 


十 2a} 
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都 是 整数 ， 因 此 , ai(1 < i < 7) 或 者 全 都 是 整数 ,或 者 全 都 是 和 
驹 数 ， 双 如 中 是 某 一 不 可 狗 表 示 的 首 权 , 划 有 
1 一 0 及 2 之 0 


因此 
ZJ 之 Gd2 之 :…… 之 2 之 0. 


当 2 宇 2 时 ,再 如 设 w 是 基础 表示 pi,-1,。 的 首 权 ,就 有 
2 一 CH 一 
A A aT A A 
一 Go-l 一 ar 一 La 一 0， 


因此 px,-1,,， 的 首 权 是 


oO 一 人 十 和 2 十 十 一 1 一 工 ). 
双 如 中 是 基础 玫 示 pi, 的 首 权 , 议 有 

4 一 0 一 642 一 0 人 3 一 一 do 一 4r 一 0， 2 一 1, 
因此 px 的 首 权 是 


ou 一 一 力 十 二) 十 . + 二 ja 


当 n 之 2 时 ，B。 一 共有 两 个 初等 表示 ,部 px,-:。 和 pl。 对 任意 
XE€B, 合 
X— XxX, 

就 得 到 B, 的 一 个 不 可 狗 表 示 , 它 的 权 是 

士 作 ， 士 人 2，-……， 十 人。 
它们 都 是 单 权 , 而 入 是 最 高 权 , 因此 这 个 表示 就 是 pk -,， 将 它 简 
记 作 ri。 人 贰 

te — TH), R=1,2,.…':,7n— 1,n., 

于 是 Ti( 克 二 1, 2, 22 一 1) 和 给 出 也 的 > 一 1 个 基础 表示 ，B， 
的 另 一 个 基础 表示 pis 也 了 吏 是 彻 等 表示 ， 记 作 5c， 称 为 旋 表 示 ，, z 
的 首 权 是 元 ( 如 十 如 十 … 十 4,), 而 权 系 是 ( 土 如 士 加 十 


十 。。。 士 A, )， 
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以 Tk kg -kn— 家 图 为 


KR1 ks ks Rn 0 
OO —— OO——— 0 —- 人 OO suenee OO) wm OO) | 
的 不 可 和 弧 表 示 , 显 然 有 


Ta 一 THO Or 
而 B, 的 任 一 不 可 狗 表 示 可 表 作 
易 证 


hie 


0 = TI GD = +1, 


$4. 李 代 数 D, 的 表示 


讼 2 之 4. 已 知 也 ， 的 根 是 
土 Ai 土 A 《和 1,:*., n), 


而 
A 一 人， 42 一 4 °° Mn-l — A hn-l + Ns 
是 一 组 基础 根系 。 已 知 
bo 二 {ai 十 十 eolnle 实数 } 
中 有 一 定 正 内 积 
(41， A) 一 "二 (人 7。， 人 ) 一 


1 
472 一 4 
(4p, ha) 一 0， 如 六 天 了。 
设 @ 一 ax 十.…' 十 ai 是 D; 的 一 个 权 , 卓 
2(0w, 十 人 ;. 十.) 
(《 土 A; 土 和 土 Ai 士 1.) 
都 是 整数 , 因此 cl 委 : 委 2) 或 者 全 是 整数 , 或 者 全 是 牛 整 数 ， 
双 如 中 是 某 一 不 可 和约 表示 的 首 权 , 则 


a; ~ i+1 之 0 玉 Cao-l 十 Go 之 0, 


一 士 zy 士 GK 


因此 
a 之 2 > 之 dn-1 之 0， An-1 2 in li-1 十 av 之 10. 
再 如 中 是 基础 表示 mm (i 一 1, 2,:… ,nm 一 2) 的 首 权 , 就 有 
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ii 一 Gil 一 工 ， 
A A Mt di 
一 oo- 一 an dant aa 一 0. 
因此 pi (i 一 1,，2， 2 一 2) 的 首 权 是 
二 = 1, 2 一 2). 
多 如 吓 是 基础 表示 pi 的 首 权 ,不 有 


41 一 92 一 ”一 io- 一 0o-l 一 上 dn-i 一 Go 一， 


wha 


于 是 px -kx。 的 首 权 


人 + 寺 7 十 。。*， 十 工 1 一 二 ) 
2 2 2 2 


ie 


WA 


再 如 是 基础 表示 pi,_,+4。 的 首 权 ,就 有 
和 一 4 一 一 Go 一 4o 一 Co 一 4 一 人 0， 
他 7 一 1 十 Un 一 1 


it hn 一 二 人 十 二 4 十 “十 2 + 二 人 人。 
2 2 2 2 

D, 一 共有 三 个 初等 表示 , 即 ou ，p -xi 和 0 + 对 

任意 XE Ds, 分 
X—>X, 
就 得 到 D, 的 一 个 不 可 和 鸭 表示 , 它 的 权 是 
士 人 ， 士 人 人 2， 、 土 41,， 
写 们 都 是 单 权 ,而 局 是 最 高 权 ， 因 此 这 个 表示 就 是 px,-1,, 将 它 简 
记 作 ri。 全 
r= (k=1,2,...,7— 2), 

这 就 得 到 D，; 的 ”一 2 个 基础 表示 .， 剩 下 的 两 个 初等 表示 , 分 别 
记 作 和 6;, 称 为 旋 表 示 . 

仍 塘 


Chkoknoa 一 T1*1C0 ” * OTs 
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的 不 可 兔 表 示 。 可 以 证 明 
no ~ TH 
or + or ~ Th 
on ~ oe ~ ma 


特别 . 当 > 一 4 时 , D, 有 Dynkin 图 


记 Di 的 三 个 急 等 表示 为 cl ga as 其 一 可 取 作 0 -ua， 面 另外 两 
个 取 作 诈 表 泵 。 这 时 我 们 还 有 


gal ~ ol ~ 


eb 


[a 、， 
V3 Cia 一 Ms。 


第 十 二 章 ” 旋 表示 与 例外 李 代 数 


$1. 结合 代数 


设 4 是 复数 域 C 上 的 向 量 空间 〈 维 数 可 以 有 限 也 可 以 无 限 )， 
人 讽 在 4 中 定义 了 一 个 乘法 运算 , 即 对 任意 *x，?>《 4, 有 唯一 确定 的 
一 个 元 来 *E 4 与 之 对 应 , z 称 为 * 与 了 的 积 , 记 作 > 一 xy。 更 假 
定 这 个 乘法 运算 对 任意 x*,y, z€4 及 人 EC 适合 以 下 条 件 : 

1) x(y+ 2) = ry + xz, 

(x 二 y )2 =— X23 十 yy, 

2) (xy)z = x(yz), 

3) (hx)y = x(hy) = A(xy). 
那么 我 们 度 称 4 是 C 上 的 一 个 千 合 代数 ， 或 简称 千 合 代数 。 千 合 
代数 4 的 维 数 是 指 它 的 同 量 空间 的 维 数 . 

例 1 上 所 有 2Xzx* 的 和 矩 障 对 短 障 加 法 , 数 乘 和 矩阵 乘法 和 组 
成 一 结合 代数 ， 写 的 维 数 是 过 ， 这 个 代数 称 为 级 全 障 代 数 ， 同 
样 , C 上 一 个 二 维 问 量 空间 中 所 有 线性 变换 对 线性 变换 的 加 法 , 数 
琵 和 线 狂 变换 乘法 也 组 成 一 结合 代数 ， 

例 2。 讼 V 是 一 复 向 量 空 闻 ， 假 设 它 的 纵 数 为 >。 敲 ci, ec:， 
“es:, 是 VV 的 一 租 基 ,以 T*“ 表 由 

en ei : "ei, 1 魏 0 2 了 

为 基 所 生成 的 复 向 量 空间 ; 特别 T" = C,， 三 一 了 。 造 T+ 的 让 
和 了 工 一 >》,Tt， 定 义 


二 0 
(ei Be “* Beii) ene: ei1) 和 
一 en: " ‘ei ei, 机 “ej. 
对 于 工 中 任意 二 元 素 的 积 ,用 上 式 及 分 配 律 来 定义 ,这 样 了 就 成 了 
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一 个 结合 代数 , 称 为 了 的 张 量 代数 。 这 个 结合 代数 是 无 限 维 的 . 

设 4 是 个 夭 合 代数 ， 4 的 元 素 1 称 为 单位 元 素 ,如 

1:x 二 x'1 二 x，。 对 一 切 x€4. 

设 41 是 精 合 代数 4 的 子 空间 ,4 称 为 4 的 一 个 子 代数 ,如 
A1 对 于 4 的 乘法 运算 是 封 开 的 。 4 的 子 空 闻 4; 称 为 4 的 理想 (或 
双边 理想 )， 如 果 对 任意 x€ 4; 和 和 y€ 4 都 有 xy€ 4 及 yx € 414. 
如 4 是 4 的 理想 ， 可 仿照 李 代 数 中 情况 定义 两 代数 。 如 子 空 闻 
41 对 任意 x€ A1 和 y€4 有 yx€ A1， 则 4i 称 为 在 理想 。 同样 
亦 可 定义 右 理 想 . 

对 于 竺 合 代 数 , 亦 可 象 李 代数 一 - 样 定义 同 态 、 同 构 等 概念 ， 如 
果 一 个 同 态 将 单位 元 了 映 成 单位 元 , 划 称 写 为 么 同 态 ， 

设 4 为 辕 合 代数 ， 容 易 验 证 4 对 于 其 中 的 加 法 及 换 位 运算 
[x, yj] 一 xy 一 xy 成 一 李 代 数 。 记 此 李 代 数 为 4r。 将 村 代数 9 
映 入 4 的 一 个 上 映射 称 为 9 的 一 个 表示 ,如 这 个 映射 将 9 同 态 地 映 
入 A414。 以 前 讨论 的 线性 表示 是 表示 的 特例 . 


$ 2. Clifford 代数 
设 V 是 个 7? 维 的 向 量 空间 ，ei, e2,，'……, ce， 是 人 的 一 组 基 , 以 
T 表 9 的 张 量 代 数 , 我 们 知道 了 一 》,7T*, 而 T* 是 以 


R=0 
en en : " ein, 1] ii rT 
为 基 张 成 的 问 量 空间 ,分 
rm DT T= Dr. 
R=0 =0 
于 是 有 了 一 了 + 十 T- 而 
TTyCT4, TT_-CT , T_TyCT-, T_T_CT,, 


可 见 T+ 是 TT 的 一 个 子 代数 ， 
以 I 未 元 素 
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ei ei — 1,， tf = 1,2,..",7 (1) 
eiC9e; 十 eic RI = 1 
在 了 工 中 所 生成 的 理想 ,以 @E 表 丙 代数 T/1, 则 E 称 为 了 的 clittord 
代数 . 由 于 了 的 生成 元 (1) 都 属于 Ti}， 所 以 1 二 T+ 十 1- 而 
有 一 IT+，T 一 TI 人 7T-， 如 全 GE 一 了 THAT €- = T_/I.， 
划 色 一 人 + 十 C-: 有 而且 
CE CE CE TCE, HECE,, EE_CE. 
. 设 x*€C6, 写 xX 二 yy 十 3, y€C，2€C.， 定义 
X= yO—%， 
则 x 一 zx 是 @ 的 一 个 目 同 构 , 而且 是 对 合 性 的 ,， 即 了 二 x， 我们 
把 叱 称 为 色 的 主 对 合 . 
以 j 记 将 了 映 入 C6 二 T/T 的 自然 辐 态 ， 如 vz€《V， 训 
f(zv) 一 纪 我 们 有 
定理 1 C&C 是 2’ 稚 的 结合 代数 ,而 
eli ess $=0,1,. 7, Ll Ei 
构成 6 的 一 钥 基 ， 因 此 & 是 由 sy e，:…， es 生成 的 结合 代数 且 
它们 适合 关系 
er 二 1， t= 1,2,*:'*,r， 
eat ee=—=0, #17 1 一 1 2 7 
赶 . 由于 了 由 e 四 ee 一 1 一 1 2 7) 及 ee 加 eo 十 
二 ce 四 oj (i jij 二 1， yz) 生成 ,所 以 
e; 一 工 ， ”一 工 ， 2 
igi 二 eei=0, t,t91 二 1 ?, 
因此 
ei@io' li, $= 0,1, ,7, 和 有 二 和 i 
线性 地 生成 E， 还 要 证 明 它 们 线性 无 关 ， 我 们 对 8 行 归 生 法 来 十 
明 以 下 命题 : 
(PA) 由 &1, e621， ***, ei 中 任意 固定 的 个 Ei Lio9 "9 Cik 
(i 过 如 达 … 三 坟 ) 所 构成 的 
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3 一 必 ， 1 11， 7; 取 目 1， "Zk 
而 1 委 刀 二 关 二 和 和 ”线性 无 关 . 
当 二 0 及 二 1 时 ,这 是 显然 的 
衣 之 1, 并 假定 Pi 已 成 立 。 裔 有 线性 关系 


Cig jeri1Cie " “€js 0。 (2) 
a cc 


CilCis" " "i 


{jf Et } 

如 ei 在 以 上 关系 式 中 不 出现， 划 根 据 归 和 纳 法 假设， 对 一 切 
(hy fe {ij 7 了 有 
cinizis 一 0。 以 下 训 6 的 确 在 (2) 式 中 出 现 。 这 时 可 将 (2) 式 号 
作 z 

Y 十 yeir 一 0， (3) 
其 中 x,y 是 6&1,，**…, ei_， 中 某 些 的 积 的 线性 租 合 : 

本 Civicia "Cis 


Fi Sr 
人 


y 一 Chig tsi heiseio ” “Ci slo 
lai < Pd 
jf Et 


将 (3) 式 右 乘 以 ei 得 


xi tt y= 0, (4) 
将 (3),(4) 两 式 相 加 得 
(x 十 y)(1i 二 T 8) 二 0. (5) 
将 x 十 y 写作 


X 十 y 一 2 十 ve 
其 中 w,v 是 co ce:， et， 中 基 些 的 积 的 线性 组 合 , 于 是 (5) 
式 成 为 
(xz 十 ze) 1L 十 ce) 一 0。 (6) 


1) 当 太 二 0 时 ,要 求证 明 167， 这 也 可 以 从 定理 2 推 得 ， 


bb 
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将 上 式 右 乘 以 ex 得 
0 一 (2 十 ve )(1 + et)ert =— 
= (ut ze el ~ ei) = (ner, + vo)(1 — ei,),) 
a : 
(zeik_， 十 v)(1— ei)= 0. (7) 
又 ,将 (6) 式 作用 雇 6 的 主 对 合 , 得 
(zz 二 VEir a)(l + Bi) = 0， 
a 
(ZZ— Ve i) (ll — en)= 0. 
将 上 式 左 乘 以 ej, 注意 ,2 中 不 含 ej,_,, 故 有 


0 = J 一 2ei5 i) (1 一 Ei 一 (xcik_， 一 2”) 儿 工 一 2 


外 
(we — v1 ei) = 0. (8) 
将 (7),《8) 两 式 相 加 相 溅 得 
2ueir ll — gi1) = 0, (9) 
2v(1 — i;) = 0, (10) 
将 (9) 式 右 乘 以 ef， 得 
2u(1 十 ext) 一 0. (11) 


注意 (10), (11) 两 式 中 只 舍 ep eixs, ei 共 记 一 1 个， 因此 
根据 归纳 法 假设 有 zx 一 " 一 0， 于 是 x 十 y= 二 0， 又 将 (3)(4) 两 
式 相 减 ,得 
(xz —y)(1 ~ ei)= 0. 

同 法 可 证 x 一 y 一 0。 因此 x ==y 二 0。 这 就 意 明 了 (2) 式 的 系 
数 全 为 0, 因此 Pi 也 成 立 ， 

我 们 证 明了 

eineio 8, ss—=0,1,.… ,7, 1 
线性 无 关 , 邵 它们 是 & 的 一 和 粗 基 ， 

基于 定理 1,C 有 一 子 容 时 

tcael 十 czgz 十 十 crerjc 为 复数 } 
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与 了 同 构 。 以 后 将 它们 秽 为 同一 ， 攻 将 e 简 记 作 ej;(# 一 1, 2， 
rr 

定理 2， 惟一 2>, 则 fg 与 复数 域 上 2 级 全 和 矩阵 代数 Ma 辐 
构 ， 

证 ， 记 广 一 el 一 1 2 2 gi = entili 一 1 7 
EU 
pi gi=1, 1=1,'*., 
pidi 十 qipi = 0O0, 1,1= 1,2,..',n (12) 
pip; T pipi =— qiq; + qq 一 0 三 1 f= 1,2,.*°,n 
于 是 6 吏 是 由 p;，gqi(i 一 1，***, nn) 生成 的 精 合 代数 ,而 它们 泛 
合 关 系 (12)。 设 


一 1 0 
合 
pi P;= J ® OPO - -1,, 
< 一 10) (13 
1 Di 8 OO08LO..OD. 2) 0(13) 
(第 i 位置 ) / 


易 证 P;, 0; (i 二 1,2,'…*,n) 亦 适 合 关 系 式 〈12)。 这 样 利 用 
(13) 式 就 定义 了 一 个 从 & 映 入 Ma 的 同 态 只 ， 如 能 证 明 这 个 同 态 
是 映 上 的 ， 则 由 于 dmE 一 dim Mi 一 2"”， 即 可 推 册 这 个 同 态 是 
从 & 映 到 Mz 之 上 的 同 构 . 
实际 上 ， 
Wi = V—1 pg ~ UV; ~ V 一 LPiD; = LO.…® 


TO ,OT ” Co72， 
(第 i 位 置 ) 
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hi re 


于 是 
DT UPs = 1 ‘TO POIO ”i C91,,， 
(第 i 位置) 
Ur U0; = 1 WTO OVIY .1 


都 属于 gp(G6)， 我 个 有 


1 (0+) = 18...8L8 (! ?) B18L, 
2 0 0 
(第 7: 位置) 
二 (zi ， “Wi (ps i A gi) 一 > 7269 。 :C9 7109 ( !) CS 
2 0 0 
B71: :BL,, 
1 一 0... 00 
TI (aud + V1g) ~ 78.18 ee 
BID. .1,, 


1 (1 一 2 一 1 的 7 (9 0 TO 0 7,, 
2 0 1 
由 此 即 推出 p(6) = Myxr， 定 理 2 证 些 . 


$3. 克 表示 
讼 V 是 7 稚 的 问 量 空间 ， es C29 "yy Cm 是 它 的 一 租 基 ， & 
是 由 ei1, e2。*"*' ,es 所 生成 的 Clifford 代数 而 


2 一 
cr = 1, 上/ 一 开 2 1 


eicj 十 eicei 一 0， 天 1 一 1.， 2 mn, 
在 & 中 引进 换 位 运算 : x, y€ 6, 定 义 x, yj 一 xy 一 yz 有 则 E 成 
一 李 代 数 , 记 作 6&1j。 革 Ci 中 一 切 形 如 
> CikEiEk Cip€C 


1 
的 元 妾 ,它们 姐 成 Cr 的 一 个 子 代 数 . 记 作 &:、 我 们 有 
定理 3， 6 与 一 切 mXxm 斜 对 称 委 阵 组 成 的 李 人 代数 
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0(m, C ) 同 构 , 布 
和 
>, CikEiER < 2 >》, CipC Eik -一 Er:) 


1 li<kem 
为 一 同 构 对 应 ， 
赶 . 设 


tr(eier) 一 2( FE, ™ Eni), | (1) 


tle;er) = 2(E; — E,). 
苛 i, 衣 , 1.7 两 两 不 同 , 则 
[ejer, ejer)] 一 eicekteiel 一 ejcieicl 一 eierese! 一 eiereie! 一 0. 
同时 也 有 
[Ei ~— Er, Eix— Es]= 0. 
又 阁 和 4; j 2 中 只 有 二 是 码 相 同 , 不 妨 设 名 二 j, 于 是 
[ejep, ere1] 一 eierere! 一 erneeies = eie! 一 eiei 一 2e;0) 
而 z 
[Ex — Ex, Eu En] = Ei Es 
又 者 一) 4 一 2 自然 有 
[eeks，eiekg] 一 0， 
[Ei — Er, Ex — En] = 0, 
这 证 明了 7 是 个 同 构 ， 从 而 起 明 J 定理 3. 
又 以 Ca 记 C&L 中 一 切 形 如 


ra 


DY aie 十 2》) CikRCiCR Adi, ci G 


i=] 1 人 < 证 二 ?4 
的 元 素 , 七 们 也 和 组 成 Ci 的 一 个 子 代数 ,我 们 有 
定理 4. Cy 与 0 (rm 十 1， c) 同 构 ,而 
之 dies + Foneien 一 > 2 2 V 一 1 a Bo 一 Eso) 十 


十 2 >, cx(Eix 一 Exi) 
1 


为 一 同 构 对 应 ， 
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证 。 这 时 除了 (1) 式 外 还 有 
ei 一 > 2 MV —1(Eo; 一 En). 
洲 7 关 用 
[。,， ex | CC 一 CARCT 一 PA 
[2V—1(Eo— En), 2V—1(Eo 一 Elo)] = 
一 一 4+ 一 ;oo 一 《一 En)Eo! 一 
= 4(~— FEix + Ee) = 4(Eix — Er). 
六 1，, 尼 不 同 ， 
[e;, Cier | > CCIiCR CCC ™ Ch 十 2 一 2ek, 
[2V —1(Eo; 一 Ex), 2(E: ~— Ew)] = 4V —1( Bor — Exo). 
洛 1,1, 记 不 同 ， 
[e,, ejek | = Cjek ”ji 一 0 ， 
[2 一 1CBu 一 En), 2(Ejr 一 Ey)]= 0, 
这 证 明了 定理 2.， 
以 下 设 mw 二 2n 为 偶数 。 


我 们 注意 
1 1 1 
V2 V2 (° 1 M2 V2 -( ) 
0 0 17 
V2 V2 V2 V2 
于 是 ,如 分 
1 1 1 
一 -~ 7 一 一 一 了 1 
本 一 一 一 -一 一 了。 
一 V2 V2 或 V 2 V 2 , 
一 一 二 7， — 了 一 一 一 帮 一 7， 
M2 V2 V2 V2 


则 


或 
eB) mn 
因此 
go pxp” 


是 从 D, (或 B,) 时 上 ol(2z,C) 或 ol2z 十 1,C) 的 同 构 , 
先 研 究 B,。 元 素 


Al 


Ha, = 人 ， 


在 由 之 下 映 到 


1 


1 1 
1 ! 1 
V2 V2 \, 2 V2 |- 
t 1 1 
7 3 


在 t+! 之 下 
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eC 1 .~ 
= 一 2 (E; ni Et i) 一 > 2 2 Scent 
在 Pp 之 下 
1 .< 1 .~ 
一 一 > Miesenti 一 > 一; >》 NiP;O， 一 
2 t 2 ! 
= 一 了 之， MAT ITOOPOVIY. .CT, = 
1 


x 
7 2 
一 ,T1881® BIO OBI, 
} 一 一 和 


显然 5 二 pt- 地 是 B, 的 一 个 不 可 狗 表 示 , 而 它 的 权 为 去 ( 士 ) 


士 1: 士 .…' 士 1.)。 它们 都 是 单 权 ,这 表明 5 是 8, 的 旋 霄 示 。 
再 研究 D,。 元 素 


ss 一 人 


， -一 i NB ti Estii). 
1 i=1 
-| 0 

、 入 : 


在 Tt 之 下 宪 又 映 到 


一 i > Neienti. 


| ~ a 
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在 9 之 下 宅 叉 映 到 
1 
二 2， 
be 力 
7 i DMPO = DG GDG 1 ,|® 
z 一 1 1 一 -一 人 |; 
2 


BDI.… OL. 

自然 ，o 一 pr 是 D 的 一 个 表示 ,而 它 的 权 为 二 《 士 和 4 土 。… 
十 ju)， 写 们 都 是 单 权 . o 正好 分 成 两 个 不 可 区 表 示 之 和 ， 写 们 
分 别 以 二 (Qu 十 十)o) 和 六 (加 十 … 十 2 一 25) 为 首 
权 .， 因此 它们 是 族 表 示 ws 和 ax， 


4. 例外 单字 代数 fF 和 EE， 
设 9 是 一 个 单 李 代 数 ， 稚 数 为 +r， 而 Xi ………，X 是 它 的 一 
租 基 ;和 并 设 


[Xis Xi]= DchXr, isi=1,2,..,7, 
上 二 1 


再 设 p:X 一 p(X) 是 9 的 一 个 不 可 徇 表 示 ,， 表示 空间 为 
V,dimV 二 ss， 说 hi, EPE 是 V 的 一 租 基 , 大 设 


p(X:) Ep 一 dipE,, 2 一 1 r; B=1,..:.,s, 
二] 


现在 造 9 和 VV 的 疝 量 空 间 和 将 和 9 一 9 十 上 ， 出 入 1 及 2， -入 ， 
不 bi, E2,°°*, EE; 租 成 41 的 一 租 基 ,在 G1 中 引进 一 个 换 位 运算 


[X;, Xi] = D>) chXk, z5 1 一 上 27 
天 一 了 


一 [BEp X;]=[X,, Eg] 一 > jdipBEs, 
a 二 1 


1 一 27 B=1,..….,s 


[Ea, Ee] > dipX;, «a,B =1, 2， ” 
i 二 1] 
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假定 P 既 不 是 0 表示 亦 不 等 价 于 9 的 正则 表示 。 先 假定 9 成 一 
村 代数 ,我 们 来 证 明 这 时 9 一 定 是 个 单 代 数 ， 
实际 上 ,可 将 9 如 下 地 看 作 9 的 表示 空间 : 如 XE9 而 Y 十 
十 BEgyYE9g,EEF、 合 
I{(X)(Y + E)= adXY + p(X)E, 
则 f 束 是 9 的 一 个 表示 ， 以 生 为 表示 空间 ， 因 2 是 和 8 的 正则 表 
示 不 等 价 的 不 可 狗 表 示 ， 扩 以 表示 空间 91 分解 成 两 个 不 等 价 的 不 
可 糙 不 变 子 空间 g 与 了 的 认 和 。 明 上 是 9 的 一 个 理想 , 则 + 是 1/ 
的 不 变 子 空间 .因此 , t 分 解 臧 不 可 物 不 变 子 空间 的 直 和 .。 这 只 
有 三 种 情形 ; t 二 8 十 V,t 一 8g 和 t= 二 VY， 因 p 半 0 而 P 不 可 
多 ; 故 上 = 一 9 与 4 一 了 都 不 能 发 生 。 因 此 一 定 有 4 一 9 十 六 ,这 
证 明 gi 是 单 的 . 
再 镀 究 何 时 9 成 李 代 数 ， 
首先 ,根据 换 位 运算 的 反 交 换 性 得 出 z 
dipg = — dsa, 一 1 2 ,ra,B=1,....,s 
这 就 是 豚 D, 一 p(X;) 为 儿 对 称 和 矩 阵 Gi = 1, ……，r)。， 以 下 我 们 
作 此 假定 . 
为 了 研究 Jacobi 恒等式 是 否 戊 立 , 对 X,Y,，Z 《9 引入 
{X,Y,Z}= [XxX,[Y,2Z]]+ [YrY,lZ,X]]+ {2zZ,Llx,Y]]. 
显然 有 
{X;, Xks xX} 一 0。 
但 需要 检验 以 下 关系 何 时 成 立 : 
{Xi;, Xt, Ea} = 0， 
{X;,, Ea, Es} 一 0， 
{Eas, Es, Er} = 0. 
首先 因 P 为 表示 ,我 们 有 
{Xi, Kis Ea} = [Xi, [Xi, Ealj+ [Xi, [Ea, X11+ [Es, [xX;, Xi]]= 
一 p(X)P XE) Ea 一 p(XK)O( Xi) Ba 一 p(X;, Xr])Ea 一 
= {lp(X;), p(X 一 plLX;, XA IE = 0, 
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其 次 ,我 们 有 | 
{X,, Ea, Est={X,lE,, Es]]+{[E,, [Es X,]) + {Es,{xX,,E.]}]}= 


二 = x, api 本 | 到， 2, za 十 a 2 -一 
; 7 7 

F 

一 >, di8p >》, cHXk ~— 人 >》 dy8B >》 ArX4 十 > dia Dj dbrX4= 

j=1 8 7 5 > 
所 

之 (> dapch — Dj dipdtr 十 2, dyadhy | XL, (1) 

k 7 了 一 1] y 


[p(X0), pK)] = > clipl Xe) 
上 


作用 到 E。 上 ,我 们 有 
[p(Xi), p(X Ea =— Dchp(Xi) Es,, 
中 


人 而 
(p(X;), p(X)1 Es = p(Xi)P (KX) Es — p(Xi)P(X) Ea 一 
= p(Xi) > ddsBy — p(X1) Dy dBr 一 
Y Y 
一 - >》d7ad8rEp 一 ,2 dyadp7rE6 一 
8 Y 8 Y 
-CE 
8 7 
cp (Xi) Fa 一 2 ct > dbaE pg. 
中 各 8 
于 是 有 
> (ia 一 dyad By) 一 人 》 cy， 
Y 中 
亦 即 


六 (Zipdh — dyadhr) 一 Peldho. 
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将 它 代 大 (1) 得 
(Xn Bo Ea} = BD (Batses — Bas ch ) x — 
大 / 
= > {Byataces 十 cn) Xk 
R f 
如 果 我 们 假定 : 
Tr DDr = 一 0 
则 
0 一 Tr [D.,, 万, 站 一 "Tr [ D.,, Di; 站， 十 Tr Di{ D.,, D., | 一 
= Tr >cpDID + Tr Di; ckD = ~— (ch + cH)s, 
I i 
于 是 这 时 一 定 有 


{xX;, Fa, Ep} 一 0. 
最 后 


{ Ea, Eg, Ey} = [Ea,[Ep,Er}] + [Ep,[ Ey, El] 十 


+ 
十 Eg, Daox 十 [Br， Daiax, 一 
=- 一 人 DdiaFs 一 
_ Dd DiaE 一 2 dip 2 drEs — 


一 > (drdis + diodBs + dipd!s) Es. 
i168 


{Ey, [ 5， Eel] 一 | Sj dprX， 


paprs — > (dbrdis + diadbs + dipdis), 


(2) 


于 是 ， 如 果 PaBYys 一 一 0， 由 { Es, EB, Er} 一 一 0 ， 注意 ， PapBrs 对 宅 的 
是 甸 a, B, 7Y,，6 而 车 是 交 销 的 , 即 , 如果 天 是 cy,8,7y7，6 的 一 个 
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置换 ，, 必 
jagrs — | pz(a)x(p)x(r)x(。 如 区 为 偶 症 换 
一 patayr(Bpyx(7)x(5)，9 如 芭 为 否 肯 换 , 
我 们 有 


， 2 二 四 
(TrDiD#) = (5 did 和 = DY》, dipdhediedby, 
8 


a,8,Y ,8 


Tr(DDA) = DY, dipdiradsedt,. 


PaYse 
于 是 
Dj Tr DiDe) — 2 > Tr (DDD) = 
i i,k 
一 > 人 dapdre(dbadér 一 2dhrdsa) 一 
5 ap8T7,5 
一 ,他 Paprs Ddipds 一 = .人 papré 
另 一 方面 ,根据 (2)， 
Dj Tr DDi) = re 
天 
因此 ,如 果 


DT (D;Di)’ = = rs 


2 由 
而 D; 二 p(X;)(1 达 i 之 +) 都 是 实 矩 年 , 旭 paprs 二 0, 因而 
{Es, Ep, Er} = 0. 
这 样 我 们 证 朋 了 
定理 5 (E. Witt)?。 裔 8 是 单 李 代数 , 稚 数 为 +, 而 Xi, X;， 
“… ,XX, 是 宪 的 一 和 粗 基 . 再 设 P 是 9 的 一 个 不 可 狗 表 示 , 表 示 空 天 
为 上 ,了 的 维 数 为 ;。 假设 相对 于 7 的 一 组 基 Ei, E,,:…:, EE,，; 


1) E, Witt, Spiegelungsgruppen und Aufzihlung halbeinfacher Liescher 
Ringe, AbA., Maith, Sem. Univ., Haimburg., ll4 (1941)，289 一 337， 
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p(X;) 有 算 耳 
Di; = (dap)iga, pes! 
更 假设 P 不 等 价 于 0 表示 和 4 的 正则 表示 ,而且 
i) D; 二 p(X;) 是 实 的 冬 对 称 和 矩 重 ， 
i) Tr DDi = — sé, 
i) Tr > (D,Di)? = pe 


那么 ,在 以 从 1， ,Xs Eo" " ,Eb, 为 基 所 张 成 的 向 量 空 志 9i 中 
如 下 地 引进 换 位 运算 : 


F 


[Xi Xi] = >, chXn z， 1 二 1， 2,'.",。 7 


让 三 1 


5 
—[Ep, X;)=[X,,Es| -一 > dipE. z 一 1 7B=1l,..:,S 
和 羡 二 


[ 巨 。， Es] = > _ dipX,, oa,B=1,."*,s 
二 


Witt 利用 上 迹 定 理 和 给 出 了 例外 单 李 代数 Ff 和 E; 的 存在 性 的 
一 个 证 明 ， 


首先 讨论 Fl。 了 肥 一 个 8 维 同 量 空间 ys, 以 el. ce， es 表 
它 的 一 姐 基 .和 洁 一 个 Clifford 代数 &，、 写 由 cly ea， ,es 所 生 
成 ,而 它们 适合 关系 
e!: 一 十 ， 1 一 1.2. ,8 
eie) + eici; 一 0， zs 二 1 一 2 


A 
可 以 验证 


enei 十 eeo 二 0， ?二 1, 2 8 
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记名 中 一 切 形 如 
> ciheiek “ci 六 为 复数 
0 [< 
的 元 素 为 ,上 则 6, 组 成 6 的 一 个 子 代 数 ; 而 象 定理 3 一 样 , 可 着 
下 

人 CiKEiCA < 一 > 2 >, ci 人 Bir 一 Er;) 

站 部 < 二 0 上 
是 @ 与 o(9，C) 之 有 并 的 一 个 同 构 对 应 。 又 根据 定理 2, @ 与 复 
数 域 上 2 = 16 级 全 和 矩 障 环 同 构 ; 而 在 定理 2 中 所 建立 的 同 构 9 
之 下 ， ct3 C2 C39 C49 E59 C09 C79 C8 映 汉 人 1 >， Ps3s P41, Qi, Oi 
0Q3，0Q41。 注 意 Pi, Pi,P3, P41，Q1， 0Q2，Q3，Q4 为 两 两 反 交 换 的 对 
合 矩 障 ( 朗 阶 为 2 的 矩 淖 )， 因 此 有 可 洲 矩 障 了 存在 ,使 


TPIT™! 一 EF -一 (® ); 
-一 了 3 


-- i 
TPT-t = E,= |{ )， 


i 
0 六 
1 一 /4 0 
TPsIT™ 一 一 已; 一 3 
11: 0 
0 I 
一 2 0 
0 —1» 
i; 0 
TPiT = Bi 一 | 一 一 一 一 一 一 一 一 |. 
一 2 
7 0 
0 J 


-1 一 Es = 一 
TOT 


一 一 Ee = 一 
TOT 


TOT™ = og = 
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和 -一 TXT-!, XEMu(C) 
则 | P pop 仍 是 将 6 映 成 Mi C) 的 一 个 同 构 对 应 ， 而 这 
时 pei) 一 Bi 一 1 2 8) 都 是 实 的 正 交 和 矩 障 。 于 是 
p(eo) 二 Eo 也 是 实 的 正 交 和 矩阵 。 将 eek 排 成 一 个 次 序 ， 记 作 
Xj(j 二 1，2,"**，36).。 将 P 导出 的 @ 的 表示 仍 记 作 p。 因 
plei:) 可 表 成 p(X;) 的 苹 积 ， 故 P 为 不 可 物 。 记 p(Xj) 一 D,， 
旭 Dj 实 正 交 ， 由 于 Xj 二 eic 故 XI) 一 一 1, 于 是 p(Xi)? 一 一 了 7, 
再 从 p(Xi)p(Xi) 一 TY， 导出 D; 一 p(X;) 都 是 反对 称 算 重 . 我 
们 有 z | 
Tr D} = Tr p(X;)p(KX;) = Tr pl(ereveier) = 
= Tr p(—1)=— 16, 
再 设 Xi 二 evex,， 如 二 9, 则 
Tr DD = Tr pl(eyeneser) = Tr plere;) 一 0. 
如 人 X，4a, 27, & 两 两 不 同 , 旧 (exewever》 二 1。 这 时 也 有 
Tr DD: = 0., 
于 是 我 们 证 明了 
Tr DDi = ~— (16)., 


最 后 ， 对 于 一 个 欠 定 的 1 计算 Tr 3 (Dp4)?， 当 二 7 时 
7 ,大 


Tr(D;D;)》 二 16， 设 D; 二 B18B,, 一 共有 :114 个 Di 二 E,E% 使 足 
码 y, 不 中 的 一 个 与 人 ,za 中 的 一 个 相 重 ,这 时 Tr (Dj;Di)? = 二 一 16; 
还 有 21 个 Dk 二 Es,Bk 的 足 友 vv,% 与 *, pz 无 共同 者, 这 时 
: Tr (DDiY = TrI = 16. 
于 是 
Tr > DD) = 36(16 一 16.14 十 16.21) 一 
7 大 


= 36.16.8— 36.16, 
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这 样 ，& :人 o(9，C) 的 表示 O0 就 符合 定理 5 的 条 件 ， 因此 根据 
定理 5 可 得 一 单 代 数 gj。 显然 CE， 的 Cartan 子 代数 就是 8 的 
Cartan 子 代数 ， 因 此 9 的 秩 为 4 但 dim 9; 二 36 十 16 = 二 52, 而 
dim A = 5 1 = 24, dim Bi = dim Cl 一 36，dim DZD 一 28, 故 
91 不 与 秩 为 4 的 典型 李 代 数 同 构 ， 因 此 是 以 IF 为 基础 根 
| 这 证 有 骨 了 F4 是 存在 的 ， | 

然 ，0(9，C) 的 根 和 与 表示 P 的 权 系 合并 起 来 序 是 F 的 
最 未 而/ 为 0(9, C) 的 旋 表 示 , 故 FF 的 根系 为 

十 ,7 二 1, 2, 3, 4; 十 1; 士 1 s Ri 一， 2，3，4， 


= (十 1 士 ) 士 1 士 1 


由 讨论 Es， 取 一 14 和 维 回 量 空间 Vy; 以 e1, ez，*'*"*, eu 表 它 
的 一 租 基 ， 造 Vw 的 张 量 代 数 Th。 在 Tw 中 考察 由 以 下 元 沫 租 成 
的 理想 工 : 

ei 二 一 1， 7 = 一 214 

eie; 十 eie; 一 0， 1 7 一 1,. 14, zs 关 1 | (1) 
象 定 理 1 一 样 ,可 证 T/T 是 一 2” 维 的 和 结合 代数 EC&', 它 可 看 成 由 
cl ……，el 生成 而 它们 适合 关系 (1)， 念 照 定理 2 可 证 @ 与 2 和 级 
全 和 撼 阵 代数 同 构 , 这 时 只 要 取 


0 1 0 V 一 1 
P=1l , -一 一 一 = ， 
(_， )) 4 (= 0 ) 
记 此 辐 构 为 2. 将 Cl C29 ““" "yy 27 改 训 作 C2 C3 "" "9 C85 大 将 
CBs C9 "9 C14 收 记 作 C0s E11 "yy C16, 再 分 


Cg -一 CC2C3 * ‘CCIICN "C169 
风 ] 


< 一 一 1， 
esc; 十 cicg 一 0， 1i=2,3,...,8,10, 11,..., 16, 
记 6 中 一 切 形 如 


16 


Daiei 十 六 ， cakeiek， 4is Cik 为 复数 


f 一 2 2 1 RE 
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的 元 素 为 Cw, 则 Ei 组 成 @ 的 一 个 子 代数 , 而 象 定理 + 一 样 可 证 
16 


18 . 
党 
> ii 十 >》 CikCiER 一 一 > 2 > jai Ey — En)— 
:二 2< 1 ki6 7 二 2 


一 2 DD cnlBin— Eg) 


2 < 人 16 
是 Cy 与 o(16，C) 之 间 的 一 个 同 构 ,分 
1 1 
一 一 1 -一 一 上 
A/ 2 A/ 2 
本 7 各 


i 

M2 V2 

手 以 由 表示 从 D; 映 入 o(16, C) 的 同 构 : 
X -于 > PXP-, 

于 是 pr 就 是 Di 的 一 个 表示 。 我 们 来 计算 这 个 表示 的 权 。 


Hl 


A 
Ha. " 一 人 1 
一 人 
在 之 下 映 到 
Ai 
hs 
A 
_/= | ) 0 
hs 
= \/ 一 1 3 MA;( Erati 和 Egtri,z)} 
在 tr 之 下 ， 


— /一 一 1 
V 一 1 人 >》 MEiari 一 Esti,i) 一 > > 2 shes ~ Yl Yeens 
i=1 im2 
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在 op 之 下 ， 


rer, 8 TT 
Vl Aiecs 一 V 一 1 >》 Mieresrs 一 V 一 1 MAP les) 一 
2 2 一 2 2 


J 
一 V1 D> XPiiQi1) 


一 


其 中 Pi- 二 (ei:)，0Q0i1 二 pl(esri)， i 一 2, 3 ，8， 我 们 有 


1 8 
Y 一 MAPles) 一 Y= NiPin Qi -一 
一 和 AP1:* :P01 07 一 
/= ， 
Yi Du GDPQOPoOQ7Q .GDP = 
= (第 :一 工 位 置 ) 


SB 3 ea 


_y21)- 
_ Y=1 V1 Yn8. .®1.® 一 )@r@-… .@1,= 
eel 人 


1 3 1 0 
+ py DN ， OO (1 下 17 


因此 pr~y 是 Ds 的 以 二 Ch 十 入 十 :… 十 2 一 X46) 为 首 权 的 不 
可 多 表示 . 


由 于 Pi, P22, °° Py, Oi1, O32, ***, OO; 是 两 琴 反 交 拆 的 类 
阵 ,和 天 适合 


Pi 一 Ci 一 一 了 T; (i = 1,2,...,7)., 
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和 EF 的 情形 相仿 ,可 以 证明 有 2 7 x 27 可 禾 矩 了 了 存在 ,使 ? 


{ 
TPIT™! -一 ( "), 
一 /as 


{3 


| 


7P2T 一 


TPT™! 一 


TPT™! 


| 


TPsT™ 


1) 这 里 列 蕉 的 14 个 短 障 的 具体 形状 是 李 根 道 同 记 算出 的 ， 
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TPT™ 一 | : , 
TP,T™ = 二 F ， 
TO:T™ = ] ， 


(i = 1,2,3,4, 5 ， 0 ， 7 ) ， 


其 中 本 一 了 7 而 忆 BEi 一 一 有 BE 因而 可 取 227 一 229 责 上 的 八 
个 矩阵 作为 这 里 的 Eli, B23 **'，, Es, 这 样 ， TPT™ 和 TOiT 一 
(5 = 1, 2,.**， 7) 都 是 实 正 效 矩 孟 ， 如 令 


X -< TXT, XEMrCC) 
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上 则 p 二 po 仍 是 将 6& 里 成 Mys(C) 的 一 个 同 构 对 应 ， 而 这 时 
P(ei)(2 安 z 之 16) 都 是 实 正 交 矩阵。 仿 前 可 诈 pleiex) (2 扫 
i 一 8 魏 16) 也 都 是 实 正 交 答 阵 。 将 eiy efet ” 排 一 次 序 , 记 作 
Xi 一 1， 2,.…*,120), 记 p(Xi) 一 Di 则 DZ 和 葡 实 正 交 斜 对 称 矩 
障 。 象 RF 的 情形 一 样 , 经 计算 得 

Tr Di 一 一 2， 

Tr D,D, 一 0， 


Tr PDDe) = = 120 (2) 
1 


这 样 C1 心 0(16, C) 的 表示 PP 就 符合 定理 5 的 条 件 。 于 是 根据 
定理 5 可 得 一 单 代数 49， 显然 o(16, C) 的 Cartan 子 代 数 序 是 
0 的 Cartan 子 代 数 ， 这 证 明了 91 的 秩 为 8. 但 dimgl 一 120 十 

十 2 一 248， 而 dim A 二 9 一 1 = 80， dim B;, 二 dim C;, = 

二 136，dim Da 一 120， 所 以 91 不 与 秩 为 8 的 典型 李 代 数 同 构 . 
因此 9 是 以 I(E,) 为 基础 根系 的 单 李 代数 ,这 证 明了 E, 是 存在 
的 。 易 见 Ds 的 根系 与 的 权 系 合 在 一 起 郎 为 Es 的 根系 ,因此 E， 
的 根系 是 

土 A 土 A (2 半 有 2 R= 二 1,2,.".,8) 


二 《二 入 士 h 土 … 士 48) (其 中 仅 出 现 奇 数 个 负 号 ). 
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$ 1， 李 代数 的 通用 包 烙 代数 


设 9 是 复数 域 上 的 一 个 李 代 数 而 4 是 复数 域 上 的 一 个 具 单位 
元 素 的 结合 代数 ， 设 了 是 从 g 了 瑞 入 4 的 一 个 表示 ， 我 们 琢 4 是 9 
的 一 个 包 略 代数 (相对 于 表示 有 ,如 果 一 切 信 X), XE9, 及 1 和 后 
成 4, 朗 4 中 包 有 1 和 一 切 亿 XX), X89, 的 最 小 子 代 数 就 是 4， 自 
然 , 如 Xi XXX 是 9 的 一 组 基 , 则 A 是 9 的 一 个 包 络 代数 ， 
当 且 仅 当 XI), 人 X2),……,f(X,) 及 1 生成 4. 

9 的 一 个 包 烙 代数 忌 ( 相 对 于 表示 p) 称 为 一 个 通用 包 和 络 代 数 
(相对 于 表示 p)， 如 果 对 于 g 的 任 一 包 略 代数 4〈 相 对 于 表示 让)， 
总 有 一 个 从 上映 到 4 之 上 的 同 态 } 存在 ,使 


jf*°p=f, 9— >U 
HAD =1 NA 


后 一 等 式 左 端的 1 系 指 U0 的 单位 元 来 ， 而 右 端 的 1 系 指 4 的 单位 
元 素 ， 由 于 后 一 条 件 成 立 ; 故 1 为 么 同 态 . 

定理 1， 说 8 是 个 李 代 数 , 旭 9 恒 有 一 个 通用 包 略 代数 存在 ， 
而 且 9 的 任意 两 个 通用 包 略 代数 UU 和 0'( 分 别 相 对 于 表示 P 和 p’) 
是 同 构 的 ， 可 建立 U 和 UU’ 间 的 一 个 同 构 使 

PCX) p(X) 对 一 切 X€9. 
证 ， 先 奸 唯 一 性 . 将 品 看 作 9 的 通用 包 络 代数 (相对 于 p) ,而 

将 U' 看 作 一 个 包 络 代数 (相对 于 p ),， 上 则 有 从 U0U 映 UV 的 同 态 
存在 :使 
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Pop 一 10) 0 | >- [ 
Pp'(1)= 1. A /5 


又 将 U' 看 作 9 的 通用 包 络 代数 (相对 于 p ) 而 将 上 U 看 作 一 个 包 络 
代数 (相对 于 p), 则 有 从 U 映 上 0 的 同 态 5 存在 ,使 


pp pp， 0 人 > 


六 (1) = 1, A\ A 
说 Xi , *, 是 9 的 一 粗 基 ,于 是 
bP(p(Xi)) = pop'op(Xi) = pp (Xi) = p(X,), 
p°p'(1) 一 1, z 
因由 1 及 p(X1),'…, p(X,) 所 生成 , 这 证 明 jpop 是 口上 的 司 
同 映射 ， 同 样 可 证 io 是 U” 上 的 恒 同 上 映射， 因此 疡 将 UU 同 构 
地 映 到 U’ 之 上 ,而 
(p(X)) = p(X), X6E9. 

骨 证 存在 性 ， 选 9 的 一 租 基 Xi,'…,X,. 造 9 的 张 量 代数 了 . 

中 形 如 
XOR; — XOKR; — [KX,, XK,] 1 i, jr 
的 元 素 在 TT 中 生成 一 个 理想 , 记 作 J .从 g 映 人 TT 的 居 同 映射 
DaX; 一 > FaxX, 
于 出 从 9 上映 人 人 丙 代 数 工 /J 的 一 个 映射 p: 
Fa Xi > Dax 十 J. 

我 们 来 征明 代数 了 /相对 于 映射 p) 是 9 的 一 个 通用 包 络 代数 
易 见 ,P 是 将 8 上映 入 T/J 的 一 个 表示 , 由 于 1,Xi, X2,-…,X, 是 了 
的 一 组 生成 元 , 故 1 ，p(X1),'…, p(X,) 是 7T/J 的 一 组 生成 元 . 
这 证 明 7/J (相对 于 表示 p) 是 9 的 一 个 包 络 代数 . 

于 训 和 44 是 9 的 任 一 包 络 代数 《相对 于 将 8 映 入 4 的 表示 从. 
先 将 了 扩充 成 从 了 驶 入 4 的 一 个 入 同 态 映射 几 

f (Xi OX,D BX) = XOFK) HX) PA1) 一 | 
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因 1 为 一 表示 , 故 
f (XOXi; — XOX, — LX;, X;]) 
= f(XIFKRD) — HX)FK) — HXi, Xi]) = 0. 
因此 了 将] 映 到 0 ,这 样 ,就 导出 从 T/J 映 入 有 44 的 一 个 同 态 了 
帮 X GOX GO ‘Xi + 1) = XX ), 
自然 有 
fp 一 让 1(1)=1. 

又 因 从 X1),"…, f(X,) 和 1 生成 4， 故 f 是 映 上 的 .这 就 证 明了 
T/J 是 9 的 一 个 通用 包 略 代数 . 

这 就 完成 了 定理 1 的 证明 . 

基于 定理 1 ， 我 们 通 浓 把 李 代 数 的 通用 包 和 络 代 数 夫 为 是 唯一 


$ 2. Poincare-Birkhoff-Witt 定理 


设 9 是 一 李 代 数 ，、U = 二 T/J 是 9 的 一 个 通用 包 和 络 代数 (相对 
于 表示 p)， 设 XE9, 认 p(X) = X。 青 设 Xi, X2,***，X, 是 8 的 
一 租 基 ;于 是 有 

定理 2 (Poincaré-Birkhoff-Witt?)， 元 素 

Xi Ki Kips lp 人 r+ 而 p= 0,1,2,，: ‘(1) 

和 组成 吉 的 一 组 基 . 

证 (Iwasawa)。1) 我 们 先 诈 明 形 如 (1) 的 元 来 线 性 地 生成 U. 
我 们 把 U0 中 形 如 (1) 的 元 素 的 复 系 数 倍 称 为 P 次 标准 单项 式 , 而 窗 
们 的 线性 组合 称 为 标准 多 项 式 ， 大 定义 宪 的 次 数 为 单项 式 中 的 最 


高 次 数 ， 记 工 的 子 空 间 > T; 在 自然 同 态 T 一 U = T/] 之 下 的 


i 


1) 由 H. Poincaré, Quelques remarques sur les groupes finis et continus, 
Oeuvyres complétes, Tom III, Paris, 1954. G. Birkhoff, Representations of 
Lie algebras and Lie groups by matrices, Ann. Maih., 38 (1937), 526— 
532. E. Witt, Treue Darstellung Liescber Ringe, Jour, resne dngew. Math., 
137 (1937Y, 152—160. 
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象 为 fp。 因此 要 让 朋 形 如 (1 ) 的 元 来 线性 地 生成 U, 只 要 证 明 Fy 
对 住 一 p 一 0. 1,2,… 由 一 切 P 次 标准 多 项 式 租 成 即 可 . 我 们 用 
归纳 法 证 明 这 一 惠 实 ， 显 然 ，Fy 由 一 切 

公 i 从 is 区 入 | ?= 0,1,2,..*.,p 
和 线性 地 生成 ， 因 此 只 须 证明 下 面 的 引 理 . 

5} 理 1。 识 x 是 1,2,…,p 的 一 个 蔷 换 , 则 


Sa “Aip 一 iD 人 ir) 一 Kincp) € fo, 


央 任 一 价 忆 都 可 天 成 对 换 之 积 ,所 以 要 证 明 5 理工 ,只 要 对 > 
是 对 换 (1, 7 + 1) 的 情形 证 明 郎 可， 我们 有 
Xi.(mod /), 


XO Kin 一 Kim Xi, = [X,,, Xin = 2c; jii+1 
十 是 -5 
p GG 一 Xx, C ; 惟有 
lit Le 1f tj 
由 此 即 推 出 
Xj "Ai ii i “从 必 "i Ki Ri " “从 
人 了 < jij Ai Ki “全;, € Hpi, 


2) 进一步 我 们 证 明 所 有 形 如 (1 ) 的 元 素 线 性 元 关 ， 为 此 引进 
C 上 ?个 未 定 元 加, *y 的 多 项 式 环 P = Clxi,'…,x,]，P 了 可 
看 作 C 上 的 一 个 无 限 稚 向 量 空间 .如 了 表 足 码 谍 , ii，"… ,ip 的 氢 
人 ,BD ri = Xixt Kips Kr = Xi Xi 5 我们 叙述 

引 理 2。 存在 一 个 9 的 表示 户 以 P 为 表示 空间 ,人 并 具 性 盾 

f(Xi)X1 一 xxl。 

如 i 过 1 (这 意思 是 珊 ,对 一 切 和 ET，; < 有). 

我 们 先 指 出 利用 引 理 2 立刻 可 以 完成 定理 2 的 证 明 . 

首先 根据 通用 包 和 络 代 数 的 定义 ,有 口 的 一 -个 表示 了 存在 , 具 性 


fop(X) 一 FKX) 对 一 切 XEg， 
(1) = 1， 
有 方 的 1 天 P 上 的 恒 同 变换 . 
现在 设 7 一 ,2 ,ip} 是 一 非 降 的 足 码 叙 列 , 朗 记 过 记 三 
. 过 io, 那 么 根据 引 理 2 , 对 p 用 归 炳 法 ,有 
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f(X1) :1 = x, 
式 中 1 表 已 的 单位 元 ， 由 此 郎 可 导出 当 工 跑 过 足 码 1, 2,…,? 的 
一 切 有 限 非 降序 列 时 ,元 素 X 线性 无 关 , 因为 这 时 元 素 % 是 已 中 
线性 无 关 的 元 素 . 
3) 剩 下 来 要 证 明 引 理 2 、 在 多 项 式 环 了 中 ,以 P， 表 尹 欢 齐 
次 多 项 式 资 上 0 之 后 所 和 粗 成 的 线性 子 空间 ,并 和 填 2， = 人 Pi, 于 
是 引 理 2 就 是 下 面 这 个 递 推 的 命题 的 直接 推 葵 . 


(Ts) 对 于 每 个 非 负 整 数 p; 都 存在 一 个 从 向 量 空间 的 及 ronec- 
ker 积 8 的 0p 上映 人 二 的 问 量 空间 的 同 态 几 , 且 具有 以 下 性 质 : 


由 (XiCOxr) = rix1, i EI, vi€ O02, (1) 

PXIOX1) €E Ogn, ri E04, gq < p, (2) 

pOXOPXOY)) = VX OILXOY)) 十 (3) 
pb Xi, RX;] Dr), rE Op 

JUXiCOxr) — Yix1 E OQ4, xr1€ O04, q9 Ep, (4) 


其 中 1, J 为 足 码 1;,2，…:，* 的 任 一 符合 (1) 一 (4) 中 要 求 的 序列 
如 对 p = 二 0，1,， 2，…,(T) 都 成 立 ,那么 对 和 一 >, ciXi€9 


《< €C)RP 中 任 一 多 项 式 Farxi, (ar € C ) , 命 
1(X) Zaxi 一 Zciap( XD), 

于 是 根据 (3), f 就 是 9 的 一 个 表示 ,表示 空间 为 P。 再 根据 (1)， 
f 束 具 有 3 引 理 2 所 朗 求 的 性 慎 , 

4) 现在 我 们 来 普 明 (Ts)， 首 先 注意 (2) 是 (4) 的 推 基 ,但 我 人 
写 出 (2) 是 为 了 清楚 的 看 到 (3) 中 诸 项 是 有 定义 的 . 

当 少 一 0 时 ,由 于 条 件 (1) 必 须 规定 YXG@1) 二 xi;, 这 时 条 
件 (2),(3),(4) 自 然 成 立 . 

设 (Tp-1) 对 基 个 >0 成 立 ， 我 们 要 旋 明 适合 (To-) 的 映射 
有 唯一 的 一 个 拓 厂 ( 仍 记 人 作风) 适合 (了 Tp), 这 时 我 们 必须 对 长 为 2 
的 足 码 序 列 T 来 规定 J(X;@Bx1)， 因 P 交换 , 故 当 了 跑 过 长 为 p 的 
鸳 增 足 码 序列 时 ，xi 驶 线性 地 生成 Po, 于 是 只 友 考 察 长 为 b 的 递 
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增 足 码 序 烈 了 即 可 . 当 ; 委 I 时 ， 由 条 件 (1) 知 ， 儿 须 规定 由 和 的 zr) 
一 XixXi。 如 果 :< 委 了 不 成 立 ， 那 么 记 序 烈 了 中 第 一 个 足 三 为 7 ( 当 
然 它 可 能 不 只 出 现在 T 中 一 次 )， 将 1 中 除去 一 个 i 之 后 所 得 足 
码 序 列 记 作 J, 则 ;> < 委 J 于 是 xi = xjxj 二 由 (Xj;@x))， 这 时 
条 件 (3) 的 左 方 是 J(X;@x1)， 为 了 利用 (3) 来 规定 J(X;@x1)， 
需要 (3) 式 右 方 的 两 项 均 定 义 ， 如 此 ,利用 (4) , 写 
由 XGOxY7) = Kx 十 芭比 Eggop-l 

于 是 \3) 式 右 方 成 为 

Kixix] 十 SKIOw) + pLX;, X; ] Ox)), 
其 中 每 一 项 都 是 有 定义 的 , 这 样 就 在 所 有 情形 都 定义 了 几 , 而 (1)， 
(2),(4) 显 然 成 立 ， 至 于 (3) ,我 们 只 知道 它 当 i > j 志 时 成 立 ， 
由 于 [X;, Xi] 的 反对 称 性 ,所 以 (3) 当 j 之 i 达 J 时 也 成 立 ， 又 , 当 
i 一 了 时,(3) 显 然 成 立 ， 因 此 > 我 们 已 知 当 i 声 ] 或 7 志 J 时 (3) 
都 成 立 。 以 下 我 们 诈 明 (3) 在 其 余 情 形 也 成 立 . 

识 i J 和 7 志 J 都 不 成 立 ， 这 时 J 一定 有 正 的 长 度 ， 而 且 
如 以 & 表 7 中 第 一 个 足 码 , 以 工 表 J 中 除去 & 后 所 得 足 三 序列 , 则 
《三 上 ，t 二 1,， 二 7。 那么 根据 归 秩 假设 ,有 

VXiOx1) = VXIOI XOxL)) 一 
和 DXAOSP RIOrL)) 十 pLX;, XR] OXL) 
— J(XEOKIXL) + SXiOwW) + pLX;, XL] Dex), 
其 中 zw 一 p(X LL) 一 xixL《 OQp-;:， 将 上 式 与 Xx， 作 张 量 积 ,然后 
竺 作用 于 网 束 有 
VXOIKXIOzI)) 一 四 XGOCRAGxitr)) 十 
信和 四 WUXA 四 ao)) + SXOI LX;, Xi DzxL)). 
于 71, 上 , 故 (3) 可 应 用 到 上 式 右 方 第 一 项 上 ; 再 根据 归 生 法 假 
设 , 将 (3) 式 用 到 上 式 右 方 后 两 项 上 ,得 
PKOP XD)) — yOXAOI KDI XD))) 十 (5) 
pLXi, XOL ROL)) + SEKX;, XL DIXDxL)) + 
PLX,, LX;, Xt] J x). 
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由 于 我 们 的 假设 对 i, f 对 称 , 故 也 有 
DXIOPXOD)) = XO XO XOL)) )+ (6) 
SEX;, XA]OP XOX)) +t SLK, XOPXIOL)) 十 
PUX;, LX;:, Xr] OxrL) 
从 (5) 式 减 去 (6) 式 得 
DROP XO — SXOP XO )) 一 (7) 
PCRXEO PO KOPX DL)) — PXIOL XrL))} + 
pLXi, EX XGOxr) 一 由 LA， LX;, Xr] OxrL). 
再 利用 (3) 
DX {PXI DL XO XL ) ) 一 J (XDI XD)))) 
— J(XAOL LX;, Xi OrL)) 
= pKX;, KX IOI XOzxL)) + pL Xr, [Xi, Xi;] OxL). 
将 此 式 代 入 (6), 利 用 Jacobi 恒等式 得 
VRDP KD) — yOP XO)) = p(X;, XOx7). 
这 就 是 所 要 证 朋 的 . 
这 就 完全 证 明了 定理 2. 
由 定理 2 推出 
条 理 、 设 6 为 李 代 数 ， 忆 7 是 它 的 一 个 通用 包 和 络 代数 (相对 于 
映射 p), 则 P 将 9 一 一 地 映 信 UU. 


于 是 ,以 后 为 符号 简单 起 见 ,对 一 切 XE9 我 们 记 p(X) 一 X， 
开 记 p = 二 i, 称 i1 将 9 髓 入 UU, 
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设 9 为 复生 单 李 代数 ,日 是 g 的 一 个 Cartan 子 代数 ,为 9 的 
根系 ,而 te, …， oo} 为 一 组 基础 根系 . 利用 这 组 基础 根 条 ,在 9 中 
引进 一 个 偏 序 ,以 2 过 相对 于 这 个 偏 序 的 正 根 的 全 体 . 
我 们 有 9 的 Cartan 分 解 : 
g 一 5 十 >, 9"， 


«Ce, 
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个 
+= 9, 9 = ,0g = 9g, 
0 


区 <0 
则 9+ 和 9- 都 是 9 的 舌 替 子 代数 , go 是 9 的 可 解 子 代数 ,而 
[9g0, go] = [b, 90] = 9+。 
我 们 还 有 
9 一 8 十 9+ 十 9- 一 9- 十 go, 
易 见 ，9+ 由 gz 一 1;2… 2) 所 生成 ,而 g- 由 9 一 工 2， 
“5 2) 所 生成 . 


对 每 个 a€ 三, 我 们 有 日。 €0 使 
(H,， Ha) al(H) 对 -一切 已 E 9。 
仁 
2Ha; . 
; 一 一 一 一 一 ， 一 工 2 …， 
(cao 1) 3? 
期 
xi 五 ; ) 一 2 
分 
2{( Ha,, 万。 
a(H,) — 2CHas, Haj) 一 — gji, £ 。 7 = 一 1,.2,: *。 ,72， 
(aj, ai ) 


则 &j; 为 整数 (实际 上 , 二 4 一 上 p， 而 9g，2 为 最 大 非 负 整数 使 
0 — pais oi — (Pp— 1 Gi Qj is ci 十 十 Za 
都 是 根 而 a 一 4 十 1)o 与 二 (十 1)oi 都 不 是 根 )。 自然 有 
di 一 一 2 

tar f 二 41,2,'…… ,1) 称 为 Cartan 整数 组， 易 见 , 两 组 基础 根 
条 (分 属 不 同 的 生 单 代数 ) 如 有 相同 的 Cartan 整数 租 ， 则 写 们 一 定 
合 园 , 击 且 反之 亦 然 ， 于 是 有 

定理 3.。 两 个 复 年 单 代数 同 构 当 且 仅 当 它 们 有 相同 的 Cartan 
整数 租 . 

可 以 选取 X;《9",，Y;€9 "i 使 

[Xi Yi] = Hs, 
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于 十 瑟 ,…, Hs Xi ，Xs，Y1,"**， Ys 是 8 的 一 组 生成 元 , 称 
标准 生成 元 . 实 们 适合 以 下 关系 : 
[H;, H;] 一 0， 
[H;, X;] = ~—aijX;, 
LH.;, Yj] = aiiY;, 
[xX;, Y;] = H,, 
[xi Yj] 二 0， 如 i 关 j 
当然 , 宅 们 还 可 能 适合 一 些 其 他 关系 ， 
充 w 是 9 的 某 一 不 可 匆 表 示 的 权 , 划 


w(Hi) 一 (f= 1, 2,***， n) 


: (ai 0i) 
是 整数 ， 如 wo 是 首 权 , 则 w(Hi) 是 之 0 的 整数 。 反 之 , 避 oo6E 的， 
如 wo(H;) 是 之 0 的 整数 ， 则 称 oo 为 支配 整 线性 画 数 ， 今 将 证 明 

定理 4. 对 于 复生 单 李 代数 g 的 任 一 支配 整 线性 函数 wo。， 此 
有 9 的 一 个 不 可 狗 表 示 存 在 , 写 以 m 为首 权 . 

证 (Harish-Chandra?). 证 朋 分 以 下 几 步 进行 . 

1) 我 们 有 

9g 一 9- 十 9， 

以 U，U- 和 Uo 分 别 表 9g，9- 和 9 的 通用 包 络 代数 ， 对 每 个 
aE2+, 选 Xa€9"， 及 -ao€9“( 当 a 二 ww 时， 了 有 取 X。 一 XX;, Xe 一 
7,;)。 于 是 Xe, X-ala 2) 及 Hi,"… ,Hs 就 粗 成 9 的 一 组 基 ， 将 
这 租 基 排 一 次 序 , 完 任 意 排 Xala € Z}), 骨 排 Hi, Hs,*** , Hs, 聂 
后 任意 排 Xa(a&《 2+)。 于 是 ,已 就 是 写 们 的 标准 多 项 式 的 全 体 , U- 
是 X--(xE 31) 的 标准 多 项 式 的 全 体 , 而 Uo 是 i, :局 Xa(a€ 2) 
的 标准 多 项 式 的 全 体 . 根据 Poincaré-Birkhotf- Witt 定理 ， 我 们 推 
出 上 U 作 为 辐 量 窒 间 与 0- 和 Uo 的 Kronecker 积 同 构 。 人 此， 不 念 
将 了 与 0-Q@DU 向 为 同一 , 刀 U 一 U_-@@U,. 


1) Harish-Chandra, Some applications of the universal enveloping algebra 
of a semi-simple Lie algebra, Trans. Amer, Maih. Soc,., TO(1951),28-—99. 
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2) 以 1。 记 由 9+ 和 日 一 wo(H)(H EV) 在 U 中 所 生成 的 左 理 
想 ， 我 们 证 明 [关口 , 即 /TI。 天 (0). 
实际 上 ,以 I。, 记 9+ 和 已 -ofCB)CGE9g) 在 Uo 中 所 生成 的 
左 理想 ， 定 义 g 的 一 个 一 蕉 表示 0: 
0(H) = wolH) 已 Eb， 
PKX) 一 0 XE€ 9+， 
0 可 活 作 将 g 上映 人 复数 域 C〈《 作 为 C 上 一 维和 结合 代数 ) 的 一 个 表 
不， Uo 是 g 的 通用 包 络 代数 (相对 于 据 和 信 映射 四, 故 有 从 Do 映 
入 C 的 同 态 6 存在 使 
0°i = 0, 
0(1)=1. 
我 们 可 将 go 看 作 UV 的 一 个 子 空间 ,这 样 i(X) 一 X 对 XE€8. 
于 十 
OCX) 一 OCX) 对 XE9. 
因此 ,我 们 可 以 衣 9 扩充 成 了 Us 映 入 C 的 一 个 表示 6, 而 为 了 符 
号 简单 起 见 ， 仍 将 6 记 作 90， 那么 ,9 作为 Uo 的 表示 ， 写 的 核 包 
有 1。. 因 8 非 零 , 故 7 关 Uo, 根据 定理 2 , 作为 向 量 空间 , U= 
U -四 Do 故 作为 向 量 空 并 1 = D-@T， 因 76 关 Uo, 故 T。 天 
U, 
3) 我 们 证 明 ,U 有 唯一 的 一 个 包 有 1。, 的 极 大 左 理想 . 
实际 上 ,将 UU 看 作 一 向 量 空间 ,而 将 它 的 左 理 想 TI。 看 作 写 的 
子 空间 ,于 是 可 造 U 对 于 16 的 商 空 间 V, 即 V=U/I。 .对 SE€0， 
7 十 1。&V, 定 义 
po) + 1) = 7+ 1,, 
1。, 是 口 的 左 理想 , 易 证 / 
/ ES ~— p(s) 
就 是 U 的 一 个 表示 (可 能 是 无 限 维 的 ),， 而 P 在 8g 上 的 限制 就 是 9 
的 一 个 表示 ( 仍 记 作 p). / 
zr 二 1 十 I。,€V 是 P 的 一 个 权 向 量 , 权 为 wo: 
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pC(H)v 一 已 十 IT。 一 oo + To = wo H)v. 

而 Y 中 向 量 : 

po(Yi)o( Yi) DCY7i )z 
也 是 了 中 权 间 量 ,相应 于 权 

WT oT oT Qi 

自然 ,所 有 这 些 权 向 量 线 性 地 生成 了 ， 而 了 一 > V。,V。 是 相应 

于 权 o 的 权 子 空间 ， 显 然 了 。 是 一 维 的 ， 
设 柳 是 的 一 个 不 变 子 空间 、 我 们 先 来 恋 明 到 一 > (nn 


Z。)。 显然 有 2 (WA V。)CW， 设 w€ 玉 、 在 下 和 分 煞 上 V 二 
Vo。 中, 设 x 一 zx us。E€ V5。 在 商 空 间 V/W 中 ,有 


>) we 圭 0 (mod WW ). 
商 空 间 V/W 自然 可 看 成 8 的 一 个 表示 空间 . 因 V 由 权 向 量 生 成 ， 
所 以 V/W 亦 然 ， 妇 V/V = 了 《V/WW)。, 而 (V/ 即 )。 是 相应 于 


权 o 的 权 子 空间 ， 因 此 ;从 》, ws 三 0 (mod WV) 推出 ws 三 0 


(mod 见 ), 即 ws。€ WW， 这 放 朋 了 我 们 的 断 嘻 . 

F。 是 一 维 的 ， 故 PN 几 PVP。 一 0 或 WV。 二 V。， 如 
WNV 二 Vo， 则 6E 凤 ， 于 是 从 到 的 不 变性 推出 罗 二 了， 如 . 
村 站 Fe 一 (0), 则 从 殉 一 之 (WNV。) 推 出 WCV+= >》) 9V。. 


Ww 


因此 V* 所 包 舍 的 0 的 不 变 子 空间 之 集 邹 是 广 的 唯一 的 一 个 极 大 
不 变 子 空间 、， 在 同 窟 
D 一 U/AT。 一 了 
之 下 ,此 极 大 不 变 子 空间 的 完全 反 象 序 是 上 中 唯一 的 一 个 包 有 7。， 
的 极 大 左 理想 .这样 我 们 就 证 明 U 有 了 唯一 的 一 个 包 有 7。 的 极 大 
左 理想 . 
4) 记 工 是 U 中 包 有 16 的 唯一 的 极 大 左 理想 . 于 是 向 量 空间 
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U0 对 于 子 空 因 了 的 两 空间 0/1 同样 看 作 8 《以 及 0) 的 一 个 表示 
空间 :对 §€0,n 十 1€0/1, 售 
pc) + 171)= £7 二 + 
由 了 的 极 大 性 推出 , 表示 空间 U/7 是 不 可 物 的 ， 因 而 欠 轩 9 的 一 
个 不 可 狗 表 示 p。 象 3) 中 对 于 U/1。 的 计 论 一 样 ， 可 证 P 的 权 和 此 
形状 
Wo 一 Ci i 0 

U/I 由 权 向 量 生 成 ,而 ow 是 单 权 ,vv = 1 十 了 是 相应 于 ow 的 权 向 
量 。 因此 要 证 明定 理 4 ,只 须 证 U/T 是 有 限 维 空 半 郎 可 ， 

以 下 ,天 = OAT。 仍 然 有 广 二 5'V。, Vs。 是 相应 于 权 wo 的 
权 子 空间 ，、，dim『 。= 1。 易 见 7。 是 有 限 维 的 ， 于 题 是 要 迹 2 只 
有 有 限 个 权 . 

5) 以 9; 记 由 及;,,，Y;, H; 所 生成 的 三 维 单 代数 ,以 T; 记 由 

vp = po(Yi)tv R=0,1,2,.…: z 

所 生成 的 VV 的 子 空 间 , 则 7; 在 p(9;) 之 下 不 变 ， 更 进一步 ,我 们 让 
明 : T; 在 p(9) 的 作用 下 ,是 有 限 和 维 的 不 可 移 不 变 子 空间 . 

实际 上 , 注意， 是 和 中 权 为 ow 一 fa; 的 权 向 量 (% == 0,1， 
2,") 而 oj(Hi) 一 2, 因 此 (相对 于 9 的 表示 p(9;) 而 襄 ) ,mw 是 
中 权 为 we(H;) 一 2& 的 权 向 量 , 记 wx 一 oo) 一 2k, 则 TT =， 
2 V oh， Vo4 是 权 ws 的 权 子 空 天 ,而 dimV 6 一 1 

设 U; 是 T; 的 一 个 相对 于 c(9) 不 变 的 子 空间 .重复 3) 中 对 阮 


所 作 的 讨论 ,可 谣 Ui= > Uiny。 .再 发 局 二 Ti 则 WiCT+ 一 
k 


> Vj. 我 们 要 疙 明 U; 一 0, 


Kk 1 
如 了 天 2， 则 [XxX;,，Y;j] 二 0， 于 是 
p(X vh = p(Xi)p( Yi = plY¥Yi)tp(Xi)v 一 0， 
因此 pCXj)C(I 关 站 将 ;化 为 需 , 特 别 p(X))(j 关门 将 Di 化 为 
霉 。 又 因 U 在 p(9;) 之 下 不 变 , 故 DU; 在 (9+) 之 下 不 变 ， 另 一 万 
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面 ,从 U0; = 了》 Un 推出 局 也 在 p(9) 之 下 不 变 。 因 此 ,DU， 
大 


在 p(gy) 之 下 不 变 ,那么 也 在 p(40o) 之 下 不 变 ， 于 是 
AU)U 一 PLD-)pCDZODDICAPCU-)D 
Cp(U- TiCp(U VICVT. 

因 P 是 898( 以 及 口 ) 的 不 可 物 表 示 ， 而 p(U)U; 显然 是 P 的 不 变 子 
空间 , 故 p(U)U,; = 0. 于 是 U; = 0。 这 证 有 明了 TT,; 的 不 可 物性 。 

根据 第 九 章 定理 3 知道 ，9 有 一 个 有 限 维 的 不 可 狗 表 示 以 
ou 人 已) 为 首 权 ， 根 据 第 十 章 定 理 2 妆 可 推出 T; 是 有 限 维 的 (那里 
是 对 两 个 有 限 维 表示 证 趴 和 的， 但 不 难看 轩 证 明 中 并 没有 用 到 有 限 
稚 这 一 点 ). 

6) 以 3; 总 在 p(9;) 作 用 下 不 变 的 V 的 有 限 维 子 空间 的 集合 ， 
以 本 ; 记 S 中 所 有 子 空 间 的 余 ， 我 们 旋 明 : Wi; = 下, 

实际 上 ,只 要 诈 明 矿 ; 是 p(g) 的 不 变 子 空间 朗 可 。 首先 注音 ， 
Un M,NES,, 则 M 十 NES;， 其 次 , 设 ME3;, 卓 p(98)M 是 有 限 
维 的 , 而 

plgi)plaIM Cp(lg, 9 DM + pl9)p(9 MC pI)M, 

因此 p(9)ME 孕 .由 此 推出 多 ; 在 p(9) 之 下 不 变 , 因 此 W; 一 了。 

7) 我 们 证 肯 : 如 是 P 的 一 个 权 ， 则 Sw 闽 然 ， 而 S 是 9 的 
Weyl 录 丈 中 任 一 元 素 。 

设 * 是 相对 于 权 o 的 一 个 非 零 权 向 量 ,根据 6) ,zx 包 在 一 个 在 
pfg) 的 作用 下 不 变 的 7V 的 有 限 维 子 空间 口中 。 因由 权 问 量 张 
成 ， 可 设 U 也 在 p09) 的 作用 下 不 变 ， 根 据 第 十 章 引 理 2 的 证 内， 


wo 一 a(Hi)a 一 一 2+92 a 也 是 P 的 一 个 权 ， 配 


Cr Os 

24o， cc ) . 

(Cayo) 

千 是 我 们 证 有 表 了 ， 如 是 P 的 权 ，5iw 也 是 权 ， 因 Weyl 春玉 由 
Si 二 1,2,-…,) 生 成 , 这 就 证 有 明了 对 任 一 SEWW,， Sw 也是 P 的 
权 . 


Si Ww 
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8) 我 们 回忆 Pp 的 一 个 权 o 称 为 支配 权 ， 如 w(Hi) 是 之 0 的 
整数 、P 的 两 个 权 w, oo 称 为 等 价 , 如 有 5EW 使 w= Sw .显然 ， 
这 是 个 等 价 关 系 ， 在 此 等 价 关 系 之 下 ，0 的 权 分 为 一 些 等 价 类 . 
在 P 的 权 的 任 一 等 价 类 中 ， 都 有 -- 个 最 高 的 权 w， 因 w 之 Sjw 一 
中 一 w(H;)a;, 故 w(H;) 宇 0 对 i 一 1,2,'*:', 7， 这 议 是 膏 w 蚌 
一 个 文 配 权 ， 因 为 p 的 权 的 任 一 等 价 类 只 舍 有 限 个 权 〈 这 是 由 于 
Weyl 奉 是 有 限 愉 ) ,所 以 要 证 PP 只 有 有 限 个 权 , 只 需 证 PP 只 有 有 限 
个 支配 权 . 

设 w 是 个 支配 权 马尾 为 形状 

W = we 一 B= w,— 人 > mias, mi 之 
那么 
(oo, oo) = (w+ B, w+ Bb)= (wv,w)+ (B,B) + 2(0, B). 
因 史 是 支配 权 ,部 of) 0 对 i 二 1,2,'"', 7n, 于 是 


(w, B) = 2 mi(wW, gi) 一 = mw( Hi) (gi, ai) 之 0， 
所 以 
(wo, oo ) 之 (o， 0 )。 
这 旋 明 w 落 在 球 心 在 原点 ,个 径 为 V (wo, wo) 的 球 内 、 又 因 ? 的 
权 ww 此 是 昱 中 的 格子 点 四 一 》,mia;, 这 种 格子 点 中 只 能 有 有 限 


个 落 在 .上述 球 内 ， 这 证 明了 PP 只 有 有 限 个 支配 权 ， 
这 样 定理 4 就 元 全 证 明了 . 
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1. 不 可 物 表 示 的 权 的 重 数 的 一 个 递 推 公式 


设 9 是 个 秆 单 李 代数 , b 是 它 的 一 个 Cartan 子 代 数 ,2 是 9 的 
根系 而 a, ww,' ,0 是 9 的 一 组 基础 根系 ,对 于 每 个 根 an， 选取 
根 同 量 Ea。€ 9 "使 [Es, 6-a] = Hs。. 

设 7 是 9 的 一 个 不 可 移 表 示 , 表 示 实 间 海 人 7, 钴 李 的 mwv 表示 
空间 广 有 这 和 分 解 

V 一 Vo, 


.为 权 吧 的 权 子 空间 ， 电 了 中 一 切 权 为 四 的 权 回 量 和 组 了 成. 裔 
dimny7。 一 mm。， 虽 mw。 称 为 权 的 重 数 ， 当 四 是 8 上 的 一 个 线性 范 
数 而 不 是 P 的 权时 ,分 mo 一 0 

对 于 一 个 国定 的 根 a, 全 

NGCa) 一 {tv EV 使 得 p(BEa)v 一 0}， 

则 NC(a) 是 VV 的 一 个 子 空间 设 v&E€N(a) 而 HE0,， 出 

op( Ea)p(H)v) = p(H)p( Env 一 

— [p(BH),p(Ea)jy = ~a(H)pl( Ea)v 一 0。 

这 证 明了 N(x) 在 pL9) 的 作用 下 不 变 ， 央 此 


N(a) 一 人 六 VCa)。， 
而 N(a)s 一 NGCay) 门 V », 
引 理 1。 设 WCGa)。 天 0、 则 
1° 2 2 是 实 0 的 整数 ， 


(a, ~ 
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2” dimpo(E_a)tN(a), = 
dim N(a)。， 若 0 声 h 声 2(0, 9) 


(a, a) 
0 ， 与 Rk> 2 S 3 
30 当 0 过 有 过 1 时 , p( Be)p(E-e) 引 起 p(B-a) 


N(a)。 到 它 自 身 之 上 的 一 个 一 一 线性 上 映射， 
证 设 wE€N(a)。 而 mm 关 0， 从 
uk =— p(BE-a)tuw 人 (R 一 0, 1， 2，……). 
设 记 是 最 小 非 负 整数 使 
up 0 而 wp = o( Ba)u-y = 0, 
那么 根据 第 十 章 引 理 2. 有 


— 2%, a) 
' (a, a) 
以 及 
p(Ba)u-k = p(Ba)p( Ea)u-rti = 
= 4 (0,0) ~ 4 (0, ou (1) 
oC(H)u-i 一 (oo — Ra, a)ug, (2) 


(k= 0， 1.2,..*. ,7p), 


其 中 轩 一 0， 因 此 ?不 依赖 于 ww 在 N(a)。 中 的 选取 ,而 志和 


,a 
是 之 0 的 整数 . 这 证 明了 1". 
又 当 0 二 pp 时 , 因 x- 一 p(B-ajkwo 六 0 对 任 一 woE N(a)。 

而 ww 志 0, 所 以 

uo 一 > uk p(E-a)txo (0 多 Ep) 
是 从 N(a)。 到 p(B]N(a)s 之 上 的 一 一 线性 上 映射。 因此 

dim p(E-s)tN(a), = dim N(a)s, (0<hSp). 
显然 也 有 
dim DCE-a) VCa) = 0, (> p). 


有 
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因此 2° 也 上 成立 ， 
最 后 , 由 (1) 式 可 知 , 当 0 万 有 人 pp 一 1 时 ,，p(Ea)p(E-s) 5 
起 op(E_s)tN(a)。 到 自身 之 上 的 一 个 一 一 线性 映射 ， 这 就 证 明了 
3 
Bl 理 2。 设 ww 是 P 的 权 而 w .Fa 不 是 0 的 权 ， 再 设 & 为 适合 
条 件 0 过 去 如: 0) 的 整数 , 则 
(a, a) 


上 R 
Vota 一 plE a) IN(a)o-ia, (3) 


证 ， 对 施行 归纳 法 .。 当 二 0 时 , 因 w 十 a 不 是 PP 的 权 , 故 
VoCN(a)， 于 是 V。 二 N(a)。, 因此 这 时 引 理 2 成 立 . 
假设 引 理 2 对 于 《一 1 成 立 ， 今 证 宅 对 于 也 戊 立 ， 首 先 证 


上 
月 (3) 式 右 方 之 和 为 直 和 ， 设 yj€ p(E-e)*!N(a)。-ja 而 >, y; 一 
;=0 


大 
二 0, 那么》 p(Eo)yh 一 0， 当 j 二 《时 ,有 i 万 《一 1 二 p/2, 于 是 
j=0 


0 二 一 1 一 ?二 2 人 (过 一 让 -1 一 1， 因 此 根 
据 引 理 1 之 3° 有 
P(Ea)yi€ p(Ea)p(E-a) NGCa)o-ia 一 
一 PCE-a) 一 VCa)o-ia。 
当 y 二 名 时 , 由 于 yx 一 N(a)so-rxaCN(a), 下 p(Ea)yr 一 0， 因 此 
根据 归纳 法 假设 也 有 pC(Ea)y, 二 0(0 委 7 委 4 一 1)。 男 一 方面 ， 
因为 yj € p(E-a)tiN(a)ia = p(E-a) p(E-a)* ’N(a)o-ia (0 
过 7 也有 一 1), 所 以 当 0 二 7 记 衣 一 1 时 ， 存 在 xj€ p(E-a)* 7 
N(a)w-ja 使 yj 二 p(E-s)x;。 于 是 p(Ea)p(E-o)x, = pl(Ea) 
y; 一 0， 再 利用 引 理 工 之 3° 就 推出 x; 二 0， 这 样 , 如 果 0 委 7 委 
一 1 就 有 yi 一 0， 自然 也 有 yx 一 0， 因 此 《3) 式 有 方 之 和 为 起 
和 各， . z 
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再 证 明 (3) 式 布 方 之 和 和 等 于 V,— —Ra, 训 区 € V ,ka, 因为 pCEa)x 
€ Vo-0-ja, 根据 归纳 法 假设 束 有 


R—l 
DCEa)xE€E >) p(E a)tiN(a)oio. 
i=0 


然而 , 因为 ?过 4 一 1 二 二, 仍 根 据 引 理 1 之 3° 知 , p( Ea)p( Es) 
| z 

引起 》) p(E_oti 7 NCa)o-in 之 上 的 一 个 一 一 线性 映射 ,所 以 存 
1 三 0 


太一 1 
在 y€ p(B-o)t1iNCa)w-in 使 p(Ea)x 一 p(Ea)p(E-e)y. 于 


是 p(Ea)(x 一 p(B-a)y) 二 0 上 成立， 故 x* 一 p(E_s)y€《 N(a)， 由 
于 x p(E_a)y €Voka, 如 设 z 二 x 一 pCE-ja)y,M|z€EN(a)ota, 


k—i 
另 一 方面 , 因 p(E-a)y € 2D) p(E-ot N(a)w-jias 玫 x 一 z 十 
j=0 
+p(E_a)y 《 》 p(B_s)*-iN(a)。_;a， 这 证 明了 引 理 2. 
了 = 由 


推 旗 . 如 介 n。 二 dim N(a)。, 则 在 引 理 2 的 假设 下 , 汝 0 < 委 帮 
< 全 时 ,有 


a, 0) 
中 
wpha 一 > Ria, (4) 
因而 
Plopka TY Myth ~ Rwja, (5) 
贬 。 由 3 引 理 2 有 
友 
Mw_ka 一 > dim Di VC) sa, 
当 0<i<h< 和 人 时 0h < 村 2 ,所 以 根据 引 理 


1 之 2 有 
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dim p( Ea)*™’ Na)s aa 一 dim NO) ia 
因此 (4) 式 成 立 。 又 45) 式 显然 是 (4) 式 的 直接 推荐 . 
5 于 3 设 w 是 P 的 任意 一 权 ， 而 a 是 9 的 任意 一 根 , 则 


2) motia (w+ ja, a) 一 0. (6) 


证 . 首先 注意 当 w 十 ja 不 是 P 的 权时 , mw+ja 二 0。 因 此 (6) 
式 中 的 和 为 有 限 和 ， 设 和 9 是 非 鱼 整数 使 w 十 ja (一 p 志 j 志 gq) 
都 是 P 的 权 而 其 余 的 w 十 ja 都 不 是 P 的 权 , 合 


熟知 太 在 p(s。), p(E-_。) 以 及 p(HH) 之 下 都 不 变 ， 于 是 有 
Tryp(Ha) = Trw(p( Ed)p(E-a)— P(E-a)p( Es))=0 
以 及 
Tryp(Hs) = DD motiaw 十 ja. a). 
j=—? 
又 当 i 不 在 一 p 与 9 之 间 时 , morje 一 0, 所 以 引 理 3 成立. 
引 理 4。 设 w 是 P 的 一 个 权 而 ww 十 a 不 是 ?的 权 ， 这 里 a 是 


g 的 一 个 根 ， 再 设 0 二 8 去 闪 ec ， 则 
(a. a) 


A 
Trvy, ra P(Ea)P(E-a) 一 人 >， (o 一 ja, a)mo-ia, 


;=0 


证 ， 先 设 0 过 过 <， 计算 
(a, a) 


Try, re pl Ea)p( Ea). | 
根据 引 理 2， 


有 
Voke = >) p( Esa) NCa)。 -ia 
;三 0 


根据 (1), pCE。)*'N(g)owia 在 p(B4)p(E-o) 的 作用 下 不 变 , 因 此 
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Try ra PLUEa)P(\ Ea) 一 


z 
z 
2 TreolE -oa) kin(a) ja POEa) P(E-e), 


71 三 避 


再 根据 (5) 式 和 (1) 式 就 有 
Trr ,sp Ea)p(l Ea) 一 


| 
— > (mie mei ) Rit 1) ( wo—ia— 4 了 cx 
;=0 : 


k 
一 >, (oo 一 jo, a)moia, 
i 二 0 


再 设 49"9) 一 《二 人 ws 吃 ， 在 里 中 作 反射 9， 合 一 


(a, a) (a,a) 
Sa(w), ea 一 So) 则 . 
a = Sa(Q)=— a, 
wW 一 SowW)—=w Zoo 9) au 一 一 pa， 
(a, a) 
而 且 
2(w a) 20o、a) » 
ka ， Q ) (a, a) | 
三 7 (w 、 a ) j 
讽 0 委 & 二 CR 草根 据 上 一 段 的 畏 果 有 
,a 
kr 
Try a0 PEa)p( Ea) = > (Co — ja a masar. 
7 一 日 
wow — ha—~wo— pai+ ha=w— (p— ka, 
oo 一 je ~—=wo— peat ija=w— (p— ja, 
于 是 
Tr, p( Ea)p( Ea) 一 
ww- (PP 一 Ja 


Ar 
= — (vw — Cp— fa,a)mo-c-i)s 
z 和 于 
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p 
一 一 人 ， (ww -一 1Q 。 C )7m wja, 
一 由 一 


(w.a) (wa) ph 2(w. a) 


(a,a) 


- ， (wa) 
ok < 
4 Ka ， a ) (a, a) (a, C ) 


将 上 式 中 p 一 书 作 有 &,， 有 
p 
Try pa P(E-a)pl Ea) 一 一 >) (w — Ja, 0 )mm wia, 
i =k 
(w, a ) < 一 < 一 2(o) 、 a ) 
人 
ry ro p(\Ea)p( E-a) 一 
-一 工 rr ka po( Ea)p( Ea) 十 工 rr .eo PCHo), 


而 : 

rv po p(Ha) 一 《o 一 Ra, a)moka, 

再 利用 引 理 3, 注意 这 时 因 w 十 a 不 是 权 而 有 g = 0. 就 有 
Try ro PEa)p(E-s) = 


了 
= — D0 ja, omoin + (w — ka, a)mote 
1] 二 上 


0 
十 人 (w+ a, a motia 


i=—p 


一 > (wo 一 1a ， a )72w- ja。 
1 一 0 


这 就 十 明了 5 引 理 4 
日 | 理 5 设 w 是 P 的 任意 一 权 , 则 


Try AP Ea)p( EFE.a) 一 2》, (w + 1C， CE )motia, 


i 三 0 


证 . 首先 注意 右边 之 和 为 有 限 和 .， 设 p,q 是 非 负 整 数 使 
w 十 ja( 一 p 之 i 志 4) 痢 是 P 的 权 , 而 其 余 的 w 十 ja 都 不 是 P 的 


权 . 作 wow 一 十 da， 则 o 十 a 不 是 8 的 权 ， 但 w= 二 w 一 ga 而 


258 第 十 四 章 ” 牛 单 李 代数 的 不 可 匆 表 示 的 特征 标 


9 三 g 三 a 0) 一 p 十 9, 于 是 根据 引 理 4 有 


| 
Tryp(Ea)p(E-o) 一 2 (0 一 ia, a)moie 一 
一 总 


| 
一 
一 、 | (w 十 10， 0 ) moia, 


然而 若 17 之 gqg.w 二 ja 不 是 权 . 故 motja = 0., 因 之 最 后 之 等 式 可 
写作 
Try pl Ea)p( E-a) 一 之 ， (w 十 ja, a )zzfya。 


定理 1 (H. Freudenthal?), 设 P 是 和 生 单 李 代 数 9 的 一 个 不 
可 狗 表 示 , 首 权 为 w。。 以 p(G) 表示 ?的 Casimir 算 子 ， 可 以 合 
p(G) 一 rl， 
于 是 对 于 上 旺 中 任 一 元 虽 孝 有 
rmw 一 po(wW,wW) 十 >, > wiia(o + ja, 0)., (7) 


ac2 j=1 


如 合 一 5S ,a (合体 正 根 之 和 之 牛 ), 则 有 
a>0 


rm 一 mo 26,w)++2 > >》 motjialwW + a, a). (8) 


ay0 和 1 
特别 ,对 于 首 权 cu 有 有 
r 一 《do 十 2383，uw) 一 (ol 十 6 十 6) 一 (6 6) (9) 
因而 也 有 
mal(w 十 :oo 十 和) 一 ko 十 9. w 十 6)} 一 
= 7 > > Pw ja( 地 十 7C ， c ) (10) 
a>0 1= 


1) H. Freudenthal, Zur Berechnung der Charaktere der halbeinfachen Lies- 
chen Gruppen, I, Indag. Maih., 16 (1954), 369—376. 
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， 证， 设 配 ,…* ,BH, 是 b 的 一 粗 基 , 合 
((H;, Hj;))idijgn = (9" Ngivjien, 
只 


p(G) 一 3 q"’ p(Hi)p( Hj) 十 2 P(Ea)pl E-a). 


zy 7 一 1 


设 w 为 P 的 一 个 权 , 则 


Try, 2D) Ip(Hi)p(H)) = 


i111 二 1 
一 DD mqg'w(Hi)o(Hi) = mw, 0). 


fr 了 一 1 


又 ,根据 引 理 5$ 


Tryrup(Ee)p(E-_。) 一 > (w+ ja, a)moria, 


] 一 1 


于 不 有 


Trv_ po(G) == mao(wW,w) 十 3 (w 十 fa, a mse z 
二 j 一 0 


然而 > ,， ms(w, a) 二 0, 这 是 因为 a 与 一 a 同时 为 根 , 所 以 


Pi 一 mul w, w) 十 >， 3 motial tw 十 1C 。 a ). 


«Ey j=1 
这 证 明了 (7) 式 当 w 是 P 的 权时 成 立 ， 
我 们 再 起 明 (7) 式 当 @w 不 是 P 的 权时 也 成 立 ， 这 时 mm。 一 0， 
故 只 需 恋 > ， > motia(wW 十 fa a) 二 0 即 可 。 如 果 全 体 w 十 ja 


E22 j= 
(j= 三 1, 2,.…) 都 不 是 P 的 权 ,这 是 显然 的 分 设 炙 二 ww 十 fa 古 
P 的 权 , 而 ww 十 ja (一 p 和 jg) 也 是 P 的 权 ， 此 外 都 不 是 P 的 
权 . 因由 不 是 2 的 权 , 故 不 > p， 那 么 根据 引 理 3 就 有 

0 一 > wrtiaC 十 1C a ) = 一 


7 一 一 外 
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| 

人 >， 727 十 (7 十 开 )a (w 十 (7 十 只 )a ， a ) 一 
;=p 

R+4a 

2 motia( tw 十 ja， a) 一 


了 一 大 一 由 


一 >, notjial 十 ja, o)., 
J 三 1 


这 证 明了 (7 ) 式 对 任意 w€9* 都 成 立 
又 ,根据 引 理 3 有 


oo Cm 
>， mwtia(W 十 ja, al) 一 一 >》, mw-ialwW O— ja, oa). 
i=1 j=0 


因此 
> >, mutal tw 十 10 。 a ) —— 
a 7 一 1 
一 人 >， > moria(@® 十 a,0) 十 >, >, motjalwW 二 Ia, a) 
a>0 j=1 a<0 7 二 1 
一 2 >》 mozja(w 十 Ja ac) 十 >》 mwW, @). 
a>0 一 1 > 
1 
a>0 a>0 


rmo 一 maw +- 26.w) 十 2 人 人 motialw 十 ja, a). 


a>0 j=1 
这 就 是 (8) 式 ， 特 别 ， 当 wo 是 P 的 首 权 时 ，m。 二 1, 而 当 a > 0 
,woo 4 ja (i = 1 2 都 不 是 P 的 权 , 因此 这 时 (8) 式 化 为 
7 二 (wo 二 26,w0) = (wo + 6, w+ 6)— (6, 6). 


最 后 ,由 (8),(9) 两 式 得 
mo{(wo + 6, w+ 6)— (w+ 6,0 + 6)} = 


一 2 人 >》， > mutialw + ja, CD) 


>>0 1=1 


定理 1 得 证 ， 
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$ 2. 关于 人 至 体 正 根 之 和 之 秆 
在 这 一 节 里 ， 我 们 准备 举 出 个 单 李 代数 9 的 全 休 正 根 之 和 之 
人生 6 一 》) a 的 一 些 性 质 ， 这 些 性 质 在 以 后 推导 9 的 不 可 约 表 


0 
示 的 特征 标 公 式 时 是 需要 的 . 
我 们 用 wm, az，*…… , a4 表 9 的 一 组 基础 根系 ， 


引 理 6. 设 8 一 二 20 则 


2(6,， ci ) = 1 

(a;, cfi ) l 
因此 为 b 上 的 支配 整 线性 图 数 ， 更 进一步 ， 对 任 一 SEWW (9 的 
Weyl 春 )，6 一 S(6) 者 是 在 干 正 根 之 和 . 

证 ， 记 5; 一 Sa,。 我 们 研究 wa6 2 在 3 作用 下 的 结果 如 
aa 一 必 , 则 Sa) 一 一 上 。 如 a 关 吧 ) 草根 据 第 六 章 引 理 6， 
sia) = a — LEH > 0 
(ai ， ai ) 
万 以 
SS) 一 > >》 Q 一 六 


0 


Qo, 


因此 6 一 S;(6) 一 ai 但 
(A a 2006.0) 
OT a a) 
所 以 
2(6. Ci; ) —1 
(a;, cc ) 
因 此 根据 第 十 章 引 理 3, 6 为 bp 上 的 支配 整 线 性 图 数 . 
其 次 ， 设 SEW 而 S$ 六 1。 这 时 5 不 能 将 全 体 正 根 都 变 为 正 


根 , 所 以 存在 某 些 a€ 1 使 S(a) < 0。 设 一 Sla) 二 BEZ;， 则 
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6 一 S(6) 一 2B, 而 如此 为 正 根 ， 
I 理 7， 设 一 广 > eoas 而 8 一 土 1 如果 对 一 切 SEWW 
a>0 


Si1ipr> Sup, NNNp = 6. : 
证 。 设计 6. 将 上 一 一 了》 soa 内 系数 6 一 一 1 的 根 a 
a>0 
之 和 记 作 5b, 生 jp — G 一 7 因 上 二 86, 故 v 志 0, 瑟 D 一 > miai, 
mi 古 之 0 的 整数 。 因 > < 关 0, 改 


(人 >， 2 ) 一 2 mi(», a; ) >0,. 


< ; 
因此 至 少 有 一 足 码 加 使 mi 之 0 而 且 (>, cz > 0. 这 时 es ee 
Co His 
入 正 整数 ,根据 假 识 
2(4, ai) 
A> Si 一 上 太一 (a , a; ) “io? 
24P ， Qi 1) 
Co ww > 0。 可 是 义 有 
2( 14， Qi, ) 2(6, Ci, ) 2(», Gn 2(»，, Qj ) 
(ai,, 0;,) 加 (ai ， ci ) 本 (ai a 一 工 一 (ai :ai ) < 0 


这 十 一 个 才 牛 。 因 此 一 定 有 上 一 9. 

Bj 理 8.。 设 wo 是 生 单 李 代 数 9 的 一 个 不 可 锡 表 示 P 的 首 权 ， 
而 w 是 po 的 一 个 权 , 大 假设 wo 关 om， 那么 

(oo 十 oo 十 0) 一 (oo 十 ,oo 十 G) 

证 ， 因 w 站 w。， 肪 以 一 定 有 I 上 根 a 使 w 十 a 仍 是 P 的 权 . 

先 考察 w 是 双 配 权 的 情形 , 即 设 对 任 一 SEW,w 之 Sw、 设 a 
是 使 o 十 a 仍 是 PP 的 权 的 诸 正 根 中 之 最 高 者 ， 分 ww 一 w 十 a, 我 
们 先 证 明 (w 十 ,wo 十 0)>>(o 士 6,o 十 6)， 我 们 有 

(wo 十 6G.、w 二 6) 一 (oo 十 .wo 十 6) 一 
一 2(o 十 6G, al) 十 (ac al) (1) 
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关中 为 支配 权 , ww 之 Ss@0 一 w 一 <2 a 让 29 2 是 之 0 的 


(a,a) (a,a 
整数 ,于 是 (o， a) 之 0。 同样 , 因 4 为 支配 整 线性 钠 数 ,也 有 (6，a) 
之 0。 所 塘 由 (1) 式 导出 
(oo 十 so 二 Do) 一 (o +.o + 6), 
妇 @ 一 wo, 则 引 理 8 得 证 。 今 设 w 关 ou, 我 们 来 证 明 w@ 也 
是 支配 权 ， 否 则 ,有 aj 存在 使 A a 二 0， 亦 色 
Ci Oi | 
2(w,， cj ) _ 2(w, Cj; ) 十 2(aw， 0; ) < 一 
(aj, a; ) (ai， oo ) (ai ， a; ) 


因 w 为 支配 权 ， > 0， 所 以 


Cj Oi 


2(a, ar ) -一 2(o 。 0 ) < 0 


(a;, 0;) (a;, a 
这 时 B 一 “一 玉生， cs a 也 是 根 ,而 > a 但 是 
Si(w ) 一 中 一 24o ,07) a; 一 w+ $B 


也 是 权 , 这 与 a 的 选取 相抵 触 , 故 ww 必 为 支配 权 ， 象 上 一 段 一 样 ， 

取 wx 为 最 高 的 正 根 使 w 十 a 仍 是 2 的 权 . 设 w = 二 ww 十 a, 则 
(ww 十 6,w 二 6) 二 (ww 二 6,.w 二 6)， 

而 o ”也 是 支配 权 . 如 me 一 m， 则 引 理 8 得 证 ， 藻 则 , 炎 纺 重复 

上 面 的 方法 得 一 系列 支配 权 @ < <w < ……, 最 后 改 达 到 ow， 


(oo 十 .wo 二 6) 一 (oo 十 Bo 十 6) 到 
(w+,w 十 0 天 .< 一 (oo 十 Go 十 6) 
因此 当 @ 是 支配 权时 , 引 理 8 得 站. 
若 o@ 不 是 支配 权 ， 则 存在 4 使 SAw) > w， 设 w = 5S;(w)， 


g 一 一 2 aa 因 Si(o) > w, 故 g 盖 0 且 w = wi go. 我 们 
CC 


有 
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(w 十,w 十 全) 一 《多 十 ,十 各) 十 
二 2g(w 二 6,0) 二 g(a, oi). 
由 十 2(w, ai) 一 一 g(ai, 0;)， 有 2g(w, ai) 一 一 g(ai;, 0;)。， 义 由 
ee 一 1 推出 2g(6,a) = 二 g(aqi, i), 故 2g(5,a) >> 0, 所 以 
(wT,w+6)<(w 二 ,oo 十 0). 

如 二 wo, 则 5| 理 8 得 证 . 故 可 设 w 六 ww, 如 w 是 文 配 权 , 我 们 
有 (w 十 6:o 十 6) 一 (ww 十 6,wo 十 56), 因此 这 时 引 理 8 得 证 ， 如 
w 不 是 支配 权 ， 则 重复 上 面 的 上 方法 可 得 一 系列 的 权 ww 之 ww 之 w 
全 … ,最 后 改 达 到 一 个 文 配 权 wz， 而 

(wo0+6)<w 二 Jo 十 和 ) 一 …， 

<< (ol 十 Go 十 和 ) 

如 mo 一 oo， 引 理 8 得 证 .否则 又 有 (os 十 ,ws 十 5) 一 (oo 十 0， 
ou 十 66), 这 时 引 理 8 也 成 立 . 


$ 3. 反对 称 男 数 


以 bp* 表 生 单 李 代数 9 的 Cartan 子 代 数 b 的 对 偶 空 间 ， 设 下 
是 定义 在 好 上 的 复数 值 酌 数 , 对 Weyl 芥 友 中 任 一 元 素 8,， 定义 一 
个 新 函数 SF 
SF(A) = F(S-2), A€D*, 
如 对 任 一 SE€EW， 总 有 SF = 一下， 就 称 忆 为 对 称 范 数 .。 如 对 任 一 
SEW, 总 有 5F = detS: 下 ,就 称 下 为 反对 称 画 数 ， 因 丈 由 Si，9>， 
… , $s 生成, 故 正 对称 当 且 仅 当 SRF 一 FU 一 1,2,……，2) 而 忆 
反对 称 当 且 仅 当 S 一 一 FGi 二 1,2,.…, 1). 
以 下 我 们 将 指数 范 数 e: 记 作 exp 上 
引 理 9， 设 6E 胖 。 对 任意 人 E 是 ,全 
A.(N) = > detS exp (Sp, 4), (1) 
SEW 


则 4,(4) 是 反对 称 画 数 而 且 4s.(%) = det $4,(X%)， 更 进一步 ,如 
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有 SS 关 1 使 Su) 一/ 则 4 一 0， 


证 .。 显然 有 
SA.(A) = A.(S 以 ) 一 >) det Siexp (Six, S™4) 
S1EW 
一 >, det Siexp (SSi4, 4) = det SA,.(4), 
S1EW 


即 4,(4) 是 反对 称 的 。 同样 有 
AsnN) 一 >, det Siexp(Sisp, 7) 一 det SA.(X). 


S1EW 

现在 设 有 5S 声 1 而 S(&)==&. 我 们 先 证 月 不 属于 任 一 Weyl 
间 ， 和 否则 , 设 jE€C,C 为 一 Weyl 轩 , 上 则 由 于 S(p) = 二 p, 就 有 SCC) 
C$ 但 5S(C) 也 是 Weyl 陪 , 故 SCC) 一 C, 由 此 推出 $=1. 
子 盾 。 因 此 有 根 w< 使 (ae, pg) = 二 0, 于 是 Sen) 二 jg。 然而 det So 一 
一 一], 故 

su ds) = det SaA,(4) = — A,.(M), 

由 此 推出 MD) 一 0. 


be 


引 理 10. 识 tit “5 tn) 一 >, Gz1Z (z 一 了 工 , 2 …， M2) 是 


i=1 

2 个 复 变 量 tls 7Z2“” ”ta 的 线性 函数 , 借 设 写 们 两 两 相 列 , 则 辆 数 
exp ja 加) ，exppo 人 (za ，z) 在 复数 域 上 线性 无 天， 

证 。 因 吕 …，Pnm 两 两 相 异 , 故 有 一 租 复数 值 qa, … ，an 存 
在 ,使 但 tlary Cao) Ln(ars ***, a) 是 亚 个 两 两 相 寞 的 
值 ， 设 6 二 pCa ao): 则 下，pbo 两 两 相 弄 . 

设 有 一 线性 关系 

cleXpPRI( EL 加) 十 二 cmexppnm 《RE ta) = 0，(2) 
其 中 c1,.…, cm 为 复数 ， 设 t 为 一 新 的 复 变 数 .将 二 at， 
tn 一 4ant 代入 (2) 式 得 : 

ciexpot + :十 cmexpobnt 二 0, 


将 上 式 对 上 求 & 次 导数 得 


266 第 十 四 章 ”人 折 单 李 代 数 的 不 可 穆 表 示 的 特征 标 


cbt expot 十 .十 c px expB tl — 0, 
(= 0、 1，2， 72 一 1). 
因 pi, p;， “*", bn 天 两 相 弄 , 故 Vandermonde 行列 式 
1 1 。。。 1 


7 已 PP 一 a.. bp” 
因此 一 定 有 ec 一 cz 一 二 cm 二 0， 这 证 朋 了 5| 理 10. 
引 理 11。 发 有 定义 在 0 上 的 复数 值 责 数 


F(X4) 一 >, cuexp(A， 和) ， 


其 中 >》， 系 对 有 限 个 mnE 旦 求 和 , 而 cv 都 是 复数 ， 再 设 F(X) 是 


反对 称 本 数 , 于 是 王 必 为 有 限 个 由 ( 蕊 ) 式 所 定义 的 画 数 4, 的 复 有 条 
数 线 性 组 合 
有 (人 ) - > cnAslh), (3) 


其 中 上 还 有 性 厦 p >> Sp 对 一 切 SEW 而 S11. 
证 ， 对 任意 SETW, 我 们 有 
(SF )(24) 一 >, cuexp (pk, S™4) 一 2 cuexp( Sh, 4). : 


有 


因 开 为 反对 称 范 数 , 即 SF(X) 一 detSPF()， 故 
F(A) 一 >, cadst Sexp( Su, A), 


由 引 理 10 知 贡 数 集 exp(a ,人 )} 线性 无关 ， 因 此 如 果 exp (pg, 4) 
出 现在 中 ,而 上 与 9 等 价 , 划 exp《v,*) 也 出 现在 FF 中 ,而 且 如 果 
v 一 Su ， 则 写 个 分 别 以 系数 cs。 和 dstsc 出 现在 正中。 于 是 , 在 
(3) 式 有 方 求 和 时 ,可 先 对 与 一 支配 线性 画 数 上 等 价 的 一 切线 性 画 
数 求 和 ,然后 再 对 所 出 现 的 一 切 支配 线性 西数 求 和 ,就 有 

f(A) 一 之 ， cud ul A) 
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其 中 上 为 支配 线性 函数 . 绸 根据 引 理 9, 可 设 p>Sp 对 一 切 SEW 
而 SS1, 

9j 班 12。， 设 启 ,2 pw 为 上 的 和 个 两 两 相 异 的 支配 
整 线 性 画 数 ,并 设 对 Weyl 恒 克 中 任 一 元 素 8 关 工 屋 有 4; > Sp 
4 一 1,， 2， ,加 ), 那么 A 4 4 是 复数 域 上 线性 无 
关 的 画 数 . : 

证 。 先 指出 . 当 i 7 了 时 ,满足 SCpy) = 二 T(p)) 的 S, TEW 不 
存在 .否则 有 pi TiS(pi) 二 pp 和 jp; > S71T(pj;) = 4;, 子 盾 . 

分 Bi = 二 A (i 二 1 ,2,:… ,7n)， 我 们 知道 Bl, B;,*……， 

(a;, a;) 
B, 是 9 的 一 组 基 , 而 且 4€ 是 整 线 性 范 数 当 且 仅 当 (4, B;) 是 
整数 (i 二 1,2,:'…,n)， 取 
一 2xV 一 1 3 xBi€E bh, 


i 二 1 


其 中 ,x4 为 实 变 量 . 证 
A.(é) 一 P(x1, +» Xn), 


号 
Eu 


i 1 i 
| | Pj(x1, 四 Xa) PRCX, “I, Xn) dx1° ” ‘dXn 一 


={ 4 (4) 


Wi:1 1=%, 
其 中 友 :1 表 华 矿 的 阶 ， 实 际 上 ， 
Pi(x1, Xa) Pir Ya) = 


= 》) detSTexp (Sp;,€) expC Thrs§), 


S,TEW 


exp(Sp,, | = 一 exp {2rV —12) (Sp;, Bi)xi}, 


exp(T Ke, 二) 一 exp{2rV —1 2) (Tpx, Bi)xi}. 


间 汪 
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因为 与 一 整 线性 画 数 等 价 的 线性 丙 数 也 是 整 的 , 所 以 (Spj;，B;)， 
(Tp , B,) 都 是 整数 (二 1,2,… ,1n). 又 因 当 ;7 六 时 ,没有 5S， 
TEW 使 Sw = 二 Tp、 所 以 至 少 有 一 个 i 存在 使 (Sp;，B;) 二 
(Typ,Bi)。 因 此 

| … | P,Pidx1** dx» = 0., 
当 7 二 时 ,由 于 S$S 关 TT 时 , Spj 关 Tpj, 所 以 


1 1 
| Pa 
0 


0 


Bh lon/ Gmspyehane te, 
W :1。， 这 就 证 阴 了 (4) 式 成 立 ， 
现在 就 2 cjAn(X) 二 0， 其 中 ci 为 复数 ， 那么 当然 有 


La 


Fy ciPix1s xn) 一 0, 将 此 式 双 方 乘 以 Pi(xi， “… ,Xs) 冉 进 


j=1 z 
行 积分 得 cix(WWV:1) 一 0， 即 ck 一 0 (一 12 2)。 这 殉 址 
明了 4。， "s,s A 线性 无 关 ， 
$ 4. 不 可 物 表示 的 特征 标 公 式 
仍 设 9 是 竺 单 李 代数 ，! 是 它 的 一 个 Cartan 子 代 数 , 二 是 七 
的 根系 ,而 Qi, 2s ”Cn 是 写 的 一 组 基础 根系 . 说 0 是 9 的 一 个 


不 可 移 表 示 。 对 于 日 E90, 定义 
X(H) = Tr exp pl(H), 
其 中 2 3 
expp(H)=I + p(H) + PEN + ER) + . ， ，。 


则 X 是 定义 在 5 上 的 一 个 画 数 ， 我 们 把 上 称 作 表示 po 的 特征 标 ， 
对 于 P 的 权 w, 以 m。 表 的 重 数 , 即 m。 = dim V。, 于 是 也 有 


x(H) = 一 > mwexpw(H), 


| 


M/S 
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其 中 exp wo(H) 即 为 通常 的 指数 画 数 ,而 》) 表示 对 ? 的 所 有 的 权 


w 求 和 。H、Weyl 证 明了 人 下面 的 定理 . 
定理 2(H. WeyI")。 设 P 是 生 单 李 代数 9 的 一 个 不 可 狗 表 


示 , 首 权 为 wm。 合 8 一 = 3》、 a, 即 6 是 全 体 正 根 的 牛 和 , 则 对 任 
0 
意 有 HEb, 有 


>， det Sexp[(S(wo + 6)) (H)] 
>，det Sexp[ (S68)CH)] 


stew 


其 中 歼 是 9 的 Weyl 寻 ,而 dets 表 SEE 历 的 行列 式 , 而 且 有 
>, det Sexp[ ($6)(H)] = 


SEW 


一 |] [exp (+ xD 一 exp( 一 二 a(H))|， (2) 


0 


(1) 


其 中 【| 表示 对 全 体 正 根 求 积 。 


0 

证 。 ”对 于 及 Eb, 存在 tY 中 一 个 唯一 确定 的 元 过 ,使 得 对 
任意 EW 有 1(H) 二 (4,4)， 对 于 定义 在 5 上 的 落 数 FREE), 计 
F(X) 一 RE)， 于 是 可 以 写 


X(A) 一 >》 mwexp(w, A), 


而 (1) (2) 两 式 可 疏 轨 作 
: > det S exp (S(wo + 8), 7) 
X(N) 一- 一 一 (1 ) 
>, det § exp ($6,4) 
SEB 
和 


人 det Sexp(S6, 人 ) 一 


3 EW 


1) 见 79 真 所 引 的 文献 。， 
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-JT [ep (二 Ca, 一 exp( 一 二 Cas2))|. (2) 


得 四 


先 证 明 (2 ) 成 立 ， 分 
1 _ 1 
o0) = I [ep(F C0) — op- Cn))). 3) 
考察 S; = 一 56, 在 正 根 上 的 作用 . 首先 有 5;(&@;) 二 一 a;。 其 次， 如 
a > 0 而 a 关 &a;, 则 根据 第 太 章 引 理 6 
Sa) = a — LL oo a :> 0. 


Qi, om) 
于 是 
(5;:0)(24) 一 04Sr 7) = QO(5;4) 加 


= [| exp (二 (a, S 2)) 一 exp 工 (a. sa) )| 


a>0 2 


(- 
z IT |exo(+ (sa 2)) — exp(—2 (Sia, 2))| 


内 2 


一 i [ep( + (a, 2) ) 一 Ca (a, 7)) 


.. [exp(— 二 (a,, 1)) 一 exp (+ (a;, 2))| 


= — 0(2). 
这 证 阴 了 8(4) 是 反对 称 图 数 , 
将 (3) 式 石 方 乘 开 有 


OCX ) 一 >， 十 exp (pg 4)， 
其 中 上 一 于 加 ecx 而 se 一 士 !， 于 是 根据 引 理 11, 有 
a>0 


0(2) 一 >， +A,.(7), 


其 中 上 对 一 切 SE 而 5 疡 1 还 适合 和 条件 > Sg， 再 根据 引 理 
7, 在 0(#) 中 出 现 的 4.(%) 只 有 As(4) 这 一 项 , 即 
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0904) 一 +4:(4)., 
比较 exp(6,4) 在 上 式 双 方 出 现 的 系数 得 
0() = As(X) = SS detSexp(S8 2), 
seEw 

这 诈 明 了 (2 ) 式 成 立 . 

以 下 我 们 证 朋 (1') 式 成 立 ， 我 们 采用 H，Freudenthal? 的 证 
明证 朋 分 以 下 几 步 进行 

1, 将 exp(w, 4) 和 于 $1(8) 式 双方 ,再 对 9 上 全 体 整 线性 画 数 久 
求 和 (注意 , 当 o 不 是 P 的 权时 ， HMw 一 0 ) ， 得 

rx(4) = 之， mwlw 十 26,w)exp(w,A)+ 


十 2 D3 >》, > motijia(wW 十 ja， 0) exp lw, 2) 


Ww a&>0 i= 


< 一 2 zjus(@ 十 26,o)exp(o, 人) 十 


十 2 人 ， >, > mu(@W, a)exp(w — a, 4). 


Ch aw0 1】 一 


裔 +€b* 且 满足 条 件 :对 一 切 a > 0 都 有 | exp(a, r)| > 1, 于 是 


人 > 2 > ma， 0 ) exp(w 一 1C， 7 ) 一 


全 


人 > 2, mu(wW, a)exp(w, T) > [ exp(—a,r)} 


wD 0 
了 
一 >, > me, a) exp (lw, ) 0 T) , 
Ww a>0 — exp(—a, T) 


因此 
x(t) = > mo(w,w)exp(w, A) 十 > mo( 260, wW)exp(w, A) 


ee 


Wp 


1) 见 第 258 页 所 引文 献 ， 
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exp(—a, z ) 
十 2 2 > mou(W, C)exp(w, tT) 1 eon ar (4) 
2. 在 中选 一 和 粗 基 61, 8;,*'*，, 8; 使 (ei;， 6;) 二 6;j, 其 中 0ii:=1 
而 当 i 关 了 时 6 一 0。 可 设 61, ez ,6n€《 寻 ， 若 XE0*， 写 
A 二 el 十 862 十 "… 十 tso， 于 是 定义 在 乓 上 的 复数 值 夯 数 
F(X) 可 以 看 作 是 二 个 复 变 数 aa, tz,，*… ,的 图 数 ， 设 是 可 微 
的 ,如 下 地 定义 一 个 从 路 到 入 的 映射 grad F: 


(grad FN) — P(E) (De 


i 二 1 


硝 如 下 地 定义 一 个 作用 在 图 数 F 上 的 Laplace 算 子 和, 即 定义 图 数 


(AF)(2) 一 > SE ee 
由 简单 竺 算 可 以 证 明 以 下 关 采 成 立 : 
grad exp (w, 人) = exp(w, 4A):w, 
gradLog(1 一 exp( 一 ar)) 一 一 expt 一 as 1) 0, (5) 
1— exp(—a, rt) 
Aexp lw, 人 ) 一 (o， w) exp(ow， 人) 


3. 利用 (5) 式 , 从 XGA) = > moexp(o,1) 可 得 
grad X(A) 一 >, moexp(wW, A) 中， 


AX(2) = D> molw, w)explw, 2). 
于 是 (4) 式 可 写作 
rX(r) = AX(T) + (26, grad X(T)) 
十 2( grad Log [| (1 一 exp(—a, Tt)), grad x(7) ) 
并 入 站 


一 和 人 X(T) 十 2(6 十 grad Log JT (1 — exp( 一 a， z))， 
0 


cx 
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另 一 方面 ,由 (3) 式 
Q(T7) = a exp (+ (a, 32) 一 ep( 一 人 (a， r))| 


= exp(6, 7) I (1 — exp(~—a, TD) 
«>0 


我 们 有 


grad Q(T) 一 grad exp (6é$, 7T)- I (1C— exp( —a, tr)) 十 
z | «>0 


+ exp(6, r)grad [| (1 — exp(—a, 7)) 
a>0 


= Gexp(6,7) [{ (1 一 exp( 一 ay 7+)) 十 
a>0 


+ exp(6,T) [I (1— exp(—a.,T)) 


a 


: grad Log TI (1~ exp(—a, t )) 


人 0 


一 60(r)+ 9O(r) grad Log [[ (1 — exp(—a, 7)). (7) 
a>0 


将 (6) 式 双方 乘 以 9(rt), 再 利用 (7 ) 式 可 得 

rr)oGr) 一 COGr)AXGr) + 2 (grad O(r), grad X(T)), (8) 

售 有 

p(4) 一 DOCA)XCX)， 

由 简单 计算 证 得 
Ap(C) 一 AOL XGA) + O(N) :AX(NA) 十 

十 2(grad OCX) ，grad X(A) )， 

于 是 (8) 式 化 为 z 

rp(r) = AP(T) — AOCT)X(T), (9) 

4. 我 们 先 来 证 明 X(X) 是 对 称 画 数 ， 根 据 X(X) 的 定义 


XGA) 一 >) meexp (ws 4). 
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于 是 ,对 任意 SE WwW， 由 于 - 112S(w) — 办 ?ww 我 们 有 


(CSY )(X) 一 >, muexp(wW, S$ 以) 一 2, moexplSa, 4A) 


= >, ms(wexp(Sw, 人) 一 XXX 


因此 X(4) 是 对 称 酌 数 。 于 是 p(X) 一 OU)XC4) 是 反对 称 画 数 ， 


利用 (2 ) 式 及 X(4) 的 定义 ,有 


pA) = ONIX(N) = >, det Sexp (S68, 4) >, muoexp(w, NA) 
SEW w 


一 >, det Sm wexp(w 十 S6 ,人 人) 
他 


根据 引 理 11, p(X) 有 形状 
: p14) 一 >, cuA(A), 


中 


其 中 二 w 十 S6 而且 对 任意 TEW 而 TT 关 1 有 性 质 y>TE. 然 


而 
A 人 AA.(A) 一 > det SAexp(Su, 2) 
Ss EW 
= >, det S(Sp, Sp)exp(Sp, 4) 
$ EW 
= 一 (7 ， 4)A,.(2), 
所 以 
Ap 人 AD) = Ze,lp, 2)A4.CX). 
可 是 由 (9) 式 / 
AP(T) = rp(r) — AOC(T): X(T), 
其 中 


?r= (wo ,w+ 6)— (6,6), 
又 因 0(4) 一 4s(4), 所 以 
AQ(2) = (6, 6)0(1)， 
于 是 


AQ(T):X(T) = (6, 6)0(T)X(T) = (6, 6)9(7), 


(10) 


(11) 


(12) 
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因此 将 (12) 式 代入 (11) 式 ,再 比较 (10) 式 与 (11) 式 得 

: 2, cn(rs 1)AnT) — (wo 6,wo + 6) 人 >》 cadae(CT) 
因而 有 

之 ct 人 一 (om 十 5 mm 十 的 )4e(r) = 0, 


又 因 对 一切 a > 0 满足 条 件 | exzpkta, z) >1 的 7z 租 戌 - 中 的 一 
个 开 集 ,而 4ukr) 此 上 上 的 解析 画 数 , 故 对 一 切 人 Et 都 有 


Dcallps 1) — Co 6, wt 6))A4.(7) = 0. 


注意 其 中 上 形 如 pp == w 十 56 并 且 对 一 切 TEWTWV 而 T 六 1 有 性 质 
pL>Tu， 显 然 £ 二 w 十 $6 此 支配 整 线性 罚 数 ,于 是 根据 引 理 12， 
4ae( 人 ) 在 复数 域 C 上 线性 无 关 , 因 而 有 
(pk, 8) 一 (oo 十 6, wo + 6). 
然而 由 4 二 w+ 十 56 有 
(pg, £2) = (Sg, SA) = (Sw + 6, Sw + 6), 
于 是 
(yt 6,w + 6)= (Sw 6, Slw + 6). 
因此 根据 引 理 8., ou 一 STiw, 部 ww 一 So. 于 是 1 一 Soo 士 9). 藻 
SS 天 TS 一 ai 十 < 一 o 十 3S6. 但 6 > 56, 故 ww. 地 
盾 。 因 此 一 定 有 S = 1, 即 上 一 oo 十 09， 于 是 
9(4)= eA ots(4). 
比较 上 式 双 方 exp (wo 十 83, 人) 的 系数 知 c 一 1， 因 此 
P(A) 一 了 rs(A) 一 > det Sexp(S(w 十 6), 4)., 


z SeEy 
所 以 

>, det Sexp (S(wo + 6),4) 

SEW __ 


) OCX) 人 >》 det Sexp ($6, 4) 


$sEW 
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这 吏 证 明了 (2 ) 式 成 立 . 

这 样 定理 2 就 完全 证 上 明了 . 

H. Weyl 利用 他 所 获得 的 不 可 物 表 示 的 特征 标 信 式 还 导出 了 
不 可 煌 表示 的 级 数 公式 ， 

定理 3。 发 p 是 牛 单 李 代数 9 的 一 个 不 可 锡 表 示 , 首 权 为 wo， 


则 写 的 级 数 
TT Ga, w+ 6) i 
din p 一 一 一。 (13) 
| Ca, 5) 
a>0 
证 . 我 从 
: dim po = X(0). 


设 : 为 一 实 变数 , 则 X(W 二 16) 作为 ; 的 图 数 是 连续 的 ,所 以 
X(0) = lim XCV 一 1 1z5), 
现在 先 证 明 可 以 选取 充分 小 的 es 盖 0， 使 得 当 0< 王 |ti <s 
时 , OCV 二 116) < 0。 我 们 有 


O(A/ —1z6) 一 [J GmAa 2) ) 一 
?>0 ” 
一 exp V1, 0))| = II iin (a 8) 


= (2 —1 fm 本 sin — (a, 6), 
其 中 性 表 正 根 的 个 数 ， 对 任意 SEW 而 8 隆 1， 有 6 > 58, 特别 
245, a) 。 因此 车 a 是 正 根 ,一 定 有 (6, a) >0， 
(a, a) 
于 是 (a, 6) 关 0 于 是 可 以 选取 充分 小 的 8 二 0， 使 得 当 0 一 


lz =<: 时 , TT sin — (a,6) 所 0， 因 之 OC(V 一 116) 0， 
如 


ff 盖 3 一 0 一 


设 已 选 定 充分 小 的 s>0, 使 得 当 0 < :| <。 时 OCW 一 1z6) 
寺 0, 那 么 从 XCY 一 118) 9(V 一 16) 一 9(V 一 16) 推 出 
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dim p = X(0) = lim pV—16) 
"0 OV 一 16) 
我 们 世 有 


PV 一 1 1) 一 > det Sexp(S(wo + 8), MV 一 1z6) 
一 3 det Sexp (5-16, V 一 Haw 十 5 


名 至 


-一 > det Sexp (S56, V — (wo + 6)) 


se 


= AsV is(w + 6)) = O(V—1s (w, + 8)) 
一 (2AW —1)” [1 sin (a, wo + 6), 
a 2 
于 是 
dim p = X(0) = im- 一 一 PA 1) _ 
0O(V 一 16) 


QV—1)”*]] sin 一 (a, wo 十 6) 
0 


一 jim 0 一 
| 
(2V—1 1 )” I sin (a, 6) 
a>0 | 


[二 (a, wo 十 6) Ti (a, wo 十 6) 


aY0 | 人 


“TT 二 (a,5) II (a, 6) 


这 束 证 明了 定理 3. 

B. Kostant” 还 利用 Weyl 的 特征 标 公式 守 出 了 不 可 狗 表 示 的 
权 的 重 数 的 一 个 公式 . 

定理 4， 设 P 是 咎 单 李 代数 9 的 一 个 不 可 和 药 表 示 , 首 权 为 om， 
对 EB*, 分 Pp) 表 将 上 分 解 成 正 根 之 和 的 方法 数 ， 则 


1) B. Kostant, A formula for the multiplicity of a weiehs Trans. Amer, 
Maith. Soc., 93 (1959), 53—73. 
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mu 一 》, det SP(S(wo 十 6) 一 (o 十 5))， (14) 


证 . 我 们 采用 P。Cartier” 的 证 明 。 我 们 有 
O00) = exp(3, 2) 县 (1 一 exp(—a, 1)). 
于 是 ,对 r&b 适合 |expla, 7)| > 1 (对 一 切 正 根 “) ,我 们 有 
Q(T)™ = exp(—6,7) 2 Plp)exp(— pk, T), 
那么 从 Weyl 公式 得 


\、 X(T) 一 >, muoexp(wW, T) 


= p(T) OT) = > > detSexp(S(on + 6) 


1 Ce 多 


-一 (p 十 G).T)PCP) 


= 5 Sdetsp(S(w + 8) — (w+ 6))exp(w, rt). 


5 万 珍 


于 是 对 任 一 XE€b* 也 有 


> mo exp(w, 人 ) 一 一 


= DS, >) detSP(S(on + 8) — (w + 8))exp(w, 4). 


ww 你 


根据 引 理 10 ,比较 上 式 双 方 系 数 即 得 (14) 式 ， 


1) P. Cartier, On H. Weyl’s character forinula, Baull. Amer. Math. Soc., 87 
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$ 1， 实 李 代数 的 复 扩 充 和 复 李 代数 的 实 形 


说 了 是 ”和 维 实 线性 空间 ， 训 cl， el,“*， 2， 是 VV 的 一 租 基 ， 
以 el， C29°**», Ey 作为 基 可 严 生 一 4? 维 复 线性 空间 [LV ] ， 七 由 el， 
ez …，er 的 复 系 数 线 性 组 合 组 成 . [7] 称 为 实 线 性 空间 了 的 复 扩 
充 ， 自然 ,了 是 [ 广 ] 的 子 集 而 [7] 的 复 维 数 等 于 了 的 实 维 数 > ， 
”发 9 是 一 个 7 维 实 李 代数 ， 仍 设 61, ca …， er 是 9 的 一 组 
基 ， 分 
[e,;, ej;l = Fees, (1) 
划 9 的 结构 由 7 个 实 常 数 性 所 确定 。 已 知 19] 是 个 复线 性 实 间 
以 cl, ez ，er 为 基 ， 如 果 仍 用 (1) 来 引进 [9] 中 换 位 运算 , 则 [9] 
成 一 复 李 代数 , 称 为 实 李 代数 的 复 扩 充 。 自然 [9] 的 复 维 数 等 于 9g 
的 实 维 数 ”。 
设 g 是 个 复 李 代数 .如 果 8 是 & 的 一 个 子 集 ,而 9 本 身 是 个 
实 李 代数 ,同时 Lg9] = 9, 则 9 称 为 8 的 一 个 实 形 ， 并 不 一 定 每 个 
复 李 代数 都 有 实 形 ， 但 每 个 实 李 代 数 却 都 是 它 的 复 扩 这 的 实 形 . 
设 go 是 一 个 实 李 代数 ，91 = 一 [g] 是 g 的 复 扩 充 。9% 中 元 素 


可 唯一 地 成 形状 
X +iY, X,YE€g, 


在 9 中 引进 一 个 映射 o: , 
: 二 1Y-——>X 一 2Y 。 
G 是 将 时 轴 到 9 之 上 的 一 个 一 一 映射 ， 对 一 切 Z1, Z. .ZE9i 及 


信人 C, 有 性 厦 : 
I2 一 工 ， 


o(Zi1+ 22) = o(21) + ol2,), 
(AMZ ) = hgl Z), 
GELZ ,Zi]) = [ol(21), ol 2,)]. 
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mil 


我 们 称 9 的 具有 以 上 四 性 盾 的 一 一 映射 为 和 的 一 个 全 对 合 ， 
易 见 ，go 于 的 不 动 可 的 信人， 郎 
gy 一 {Z 《9 使 得 o(2) = 2Z}. 

之 ， 敲 9 是 个 复 代数 ， 而 5 是 91 的 一 个 和 牛 对 合 ， 分 9 二 
1ZEg, o(Z)==Z}、 易 证 g 是 个 实 李 代数 ， 实 际 上 ,如 X,y7YEm 
而 ) 为 实数 , 则 c(X 十 了) 二 ol(X) 十 olY) 二 XX 十 Y, oAX)= 
MGCX = XX 及 ol[X, Y] ) 一 [cz(X)，a(y)] = [X,Y]。 那 么 
中 十 Y，)X [和 十 Y]6E 屿 更 进一步 ， 设 Z € 8;, 则 2Z 可 表 作 


Z = (2 + o(2)) 十 i (2 — o(2)), 
而 Z 十 5(0Z) ,二 (Z 一 ac(Z))Eg。 而 且 , 如 2 一 和 十 和 这， 区， 
YEg, 则 c(Z) 一 X 一 这 ， 于 是 X 一 二 (2 十 ca(Z))， 工 一 


二 (Z 一 ol2Z))， 这 说 明 9 中 元 来 Z 此 可 唯一 地 志 成 形状 Z 一 
X 十 这 ,X,YEg9。 因此 go 是 9; 的 一 个 实 形 . J 

定理 1。 设 4 是 个 复 李 代数 , 而 5 是 91 的 一 个 竺 对 合 , 旭 c 
的 不 动 点 的 全 体 9 是 91 的 一 个 实 形 ， 反 之 ，9i 的 任 一 实 形 短 可 
作为 9 的 某 个 竺 对 合 的 不 动 点 的 全 体 而 得 到 . 

我 们 来 研究 实 李 代数 g 和 七 的 复 扩充 [9] 的 关系 . 首先 ， 如 b 
“是 9 的 理想 , 刀 [ 四 是 [9] 的 理想 ,而 且 

[9/9]O[9]/{9]. 

由 此 推出 , 9 可 解 ;, 当 且 仅 当 [9g] 也 可 解 。 更 进一步 ,我 们 证 明 

定理 2， 如 * 是 9 的 根 , 则 [ 口 是 [g] 的 根 ， 

诈 ， 自然 [r] 可 解 。 现 在 设 n 是 [9] 的 根 , 合 

on) = {ao(X), XEn}, 

出 ol(n) 出 是 |9j 的 可 解 理 椒 ， 因 根 是 极 大 可 解 理想 ，o(n)CCn. 
又 因 nm 和 ol(n) 有 相同 的 维 数 , 故 ol(n) 一 nm; 这 样 5o 就 是 1 的 一 个 
牢 对 合 ， 根 据 定理 1, n 是 一 个 实 代 数 ! 的 复 扩 充 n = [0j, 因此 


$2.。 紧 致 李 代 数 28T 


b 可 解 ，5Cr, 于 是 1 一 [bjCflrl]， 这 永明 了 [是 [gj 的 根 ， 

推 区 9 生 单 当 且 仅 当 [9] 定 单 : 

设 9 为 实 李 代数 ,而 4€《9， 定 义 

adAX = [A, XI，XE9g 
则 ad4 为 g 的 导 子 , 称 为 内 导 子 ， 全 
(X,Y)= TradXadY, X,Y&€g, 

称 (X,Y) 为 gg 的 Kiling 型 于 是 有 

定理 3。 设 8 为 实 李 代数 ,于 是 g 可 解 当 且 仅 当 对 一 切 X Eg 
= [9,9],(X,X)=0. 

证 ， 设 9 可 解 , 则 [8] 也 可 解 ， 于 是 对 一 切 X€《[g]】,(X,X)》 
一 0。 因 此 对 一 切 X€9,(X, X)=0. 

反之 , 设 对 一 切 X€《g,(X, 义 ) 二 0, 旧 对 一 切 X,，Y 《9 ,(X， 
Y) 二 0， 办 [9] = 二 [9g], 故 对 一 切 X, 了 YE€lg],(X,Y) 二 0， 特 
别 对 一 切 XE€19] ,(X,X) 二 0， 因 之 [8] 可 解 . 

定理 4 设 9 为 实 李 代数 ， 于 是 g 和牛 单 当 且 仅 当 9 的 Killing 
型 非 退 化 . 

定理 5。 设 9 为 实 牛 单 李 代数 ， 则 g 可 唯一 地 分 解 成 记 所 有 
的 (只 有 有 限 个 ) 非 交换 单 理 想 ( 亦 即 单 代数 ) 的 站 和 。 上 反之 ， 非 交 
换 单 代数 的 直 和 一 定 牛 单 。 如 9 千 单 , 则 9g 一 9. 

定理 4 是 定理 3 的 推 苦 ， 而 定理 5 是 定理 4 的 推荐 ， 均 可 仿 
复 的 情形 证 之 . 


$ 2。 紧 致 李 代 数 
实 李 代数 9 称 为 紧 致 购 ， 如 果 在 其 中 定义 了 一 个 人 在 正则 表示 
之 下 不 变 的 定 负 对 称 双 线性 型 BX, Y)， 所 襄 不 变 是 说 
Bl(adAX,Y)++ B(X,adAY)=0 对 一 切 A4€9. 
定理 6， 紧 致 李 代数 9 可 以 分 解 成 它 的 中 心 ¢ 和 它 唯 一 的 极 
大 和 牛 单 理想 g 之 站 和 ， 因 此 中 心 + 还 是 9 的 根 ， 
证 。 分 


282 第 十 五 章 ” 复 咎 单 李 代数 的 实 形 


go 二 {X69 使 得 B(X,Z) 二 0 对 一 切 Z&t}. 
先 证 朋 g 是 8 的 理想 ,而 且 9 一 tc 十 g, 实际 上 , 识 XE4 而 4 &g， 
则 对 一 切 Z Ec 有 
B([A4, X],Z)= —B(X, [4,Z) 一 0， 因 [4L,Z 一 0， 
这 许 明 了 go 是 理想 .。 再 设 XEg 站 ce， 划 BCX,X) 一 0; 因 8 定 
旬 , 故 X 一 0， 这 让 明了 go 站 se 一 人 0)， 因 此 和 5 一 "十 9 
再 证 9, 牛 单 ， 如 go 不 后 单 ， 旭 9g。 有 非 替 交换 理想 a， 由 于 
BAX，7 ) 对 go 的 限制 是 go 的 不 变 定 负 对 称 双 线性 型 , 合 
qm 一 {XE€g 使 得 B(X,Y) 二 0, 对 一 切 Y 《a}， 
于 是 可 证 m 是 9% 的 理想 而 9 = 二 a 十 m1， 于 是 
dg = 十 na 十 
这 样 ce 十 a 就 属于 9 的 中 心 . 但 为 8 的 中 心 , 故 & = 二 (0)， 与 假 
设 相 违 ， 这 诈 明 了 go 定单 . 
设 g 是 9 的 一 个 牛 单 理想 : 因 9 一 g, 任 一 X 《9 此 可 表 
作 


X 一 之 [Yi Z,;|， Yi Lik QI 
于 是 对 任意 ZE€t， 
B(X,Z)—B( BY,, Zil]， z ) = Baty Z;|， Z ) 


= 一 一 人 B(Z;[Y,, ZJ]) 一 0, 因 |[ Y,， Z j 一 0. 


这 证 明了 9 S9, 因 此 9 是 9 的 瞧 一 的 极 大 御 单 理想 . 
系 理 . 设 “是 紧 致 李 代 数 9 的 中 心 , 划 
c= {X&g 使 得 (X,X)= 二 0} 
一 {XE€9 使 得 X,Y 了) 一 0, 对 一 切 Y& 9}. 
赶 . 先 介 
0 一 {X€9 使 得 (X,X) 二 0}， 
cz 一 {X 《8 使 得 (X,Y) 二 0, 对 一 切 Y€ 9}. 
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讽 4 《ts， 即 对 一 切 Y€g9,(A4,Y) 二 0， 自 然 有 [A,，Z]==0 

对 ZEr 设 XX€90, 则 
([A, X,Y)= (4,[X,Y]) = 0 对 一 切 YE€ go. 

9 的 Kiling 型 对 go 的 限制 郎 是 8 的 Killing 型 ,又 因 g 秆 单 ， 
其 Killing 型 非 退 化 , 故 [4,X]=0。 因此 46Ec 这 证 明了 
GE 

县 认 4&5 那么 对 一 切 X,Y &€9， 

adAadXY = 0 

网 对 一 切 XE 9, 《A4,X) 一 0 这 证 明了 ecCc。 因此 c= 6 

又 目 然 有 GCua， 因 此 cCa， 再 设 XEt, 写 X 二 2Z+Y， 
ZEt, 而 YE g, 于 是 

=(X,X)=(2,2)+2(2Z,7)++(Y,Y). 

由 ‘Co 知 (Z, 2Z)= 二 0; 由 :二 6 知 (Z,Y) = 0， 因 此 (Y， 
Y) 二 0, 但 go 秆 单 , 故 了 一 0， 由 此 X = ZCe， 这 又 施 明 了 aC 
《。 

因此 ec 一 6 一 

定理 7， 李 代数 9 是 紧 致 盾 单 的 , 当 且 仅 淄 写 的 Kilting 型 是 
定 负 的. 

不 ， 如 9 的 Killing 型 是 定 负 的 , 则 是 非 退 化 的 ， 因 此 8 三 
单 ， 又 因 9 的 Killing 型 是 不 变 的 , 故 9 紧 致 ， 

反之 ,， 设 9 某 致 全 单 ， 因 9 千 单 ,9 的 Killing 型 非 混 化 ， 
9 紧 致 , 在 9 上 定义 了 定 负 的 对 称 不 变 双 线性 型 BCX,，Y)， 对 于 
B(X ,YY ) 选 取 9 的 一 组 标准 正 交 基 , 则 ad XCXE9) 苷 铬 对 称 , 故 
ad X 的 特征 值 是 纯 感 数 ， 因 此 (X ,XI) 一 Tr adXadXs 和 0， 故 
(xz，Y) 定 负 , 

定理 7 蓝 毕 . 

定理 8。 设 9 是 紧 致 华 单 代 数 ， 旭 Autg 是 个 紧 致 李 和 对 , 写 的 
单位 元 的 连通 分 支 序 是 Ad 8, 因此 Ad 9 是 连通 紧 致 李 生 ， 更 进 
一 步 ，Aut 9 和 Ad g 都 没有 中 心 ， 
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证 。 因为 98 的 自 同 构 A 使 Kiling 型 不 变 , 即 
(AX., AY)— (X.Y), X.YE€EDd 
因此 Aut 9 是 7 维 实 正 葡 玫 的 财 子 至 ,7 是 9 的 稚 数 .所 以 Aut 9 
是 紧 致 李 恒 ， 
Aut 9 的 李 代 数 是 9 的 导 子 代数 , 因 9 咎 单 , 9 的 导 子 此 内 导 
子 ， 故 Aut 9 的 李 代 数 朗 是 ad g， 因 此 Aut 9 的 单位 元 的 连通 分 
支 即 是 Ad 9 / 
Autg 和 Adg 无 中 心 的 施 明 同 复 秆 单 李 代 数 的 情形 一 样 , 
系 理 ， Ad 9 是 以 9 为 李 代 数 的 连通 紧 致 李 奴 . 
证 。 因 g 盾 单 ,Adg 的 李 代 数 adg 与 g 同 构 , 
定理 9， 实 李 代 数 9 是 紧 致 的 当 且 仅 当 写 是 一 个 紧 致 李 芭 的 
李 代 数 . 
证 。 设 9 是 紧 致 李 人 代数， 根据 定理 5, 8g 二 ct 十 9,，c 为 8 
之 中 心 , 9% 为 8 之 极 大 千 单 理想 .。 如 ¢ 是 避 维 的 ， 唱 T"*(zm 维 
环 奉 ) 是 以 c 为 李 代数 的 如 通 紧 致 李 登 ， 根据 定理 8 的 系 理 , Ad g 
是 以 g 为 李 代 数 的 连通 紧 孜 李 圣 . 因此 7T” Xx Ad go。( 李 奉 的 
直 积 ) 是 以 9 为 李 代数 的 连通 紧 致 李 季 . 
反之 , 设 9 是 紧 致 李 巡 仿 的 李 代 数 。 讼 PC(X，X) 是 给 定 在 8 
上 的 一 个 定 负 二 次 型 ， 对 任 一 56G， 
Gs Toro™! 
是 亿 的 内 自 同 构 , 宪 的 微分 das 是 g 的 自 同 构 。 兮 
PAX, KX) = pl(das(X), dacl X)), 
则 ps。 是 定义 在 8 上 的 定 负 二 次 型 , 而 当 X 固定 时 ,是 ca 的 连 积 函 
数 ， 午 
J(X, X)= | pe(X, X)do, 
dC 从 


期 (有 x, 久 ) 是 定义 在 8 上 的 定 负 二 次 型 ,而 
pdas(X), da X)) = HX, X) 对 一 切 o€ GG. 


因此 . : 
J(adAX, YY) 二 +X, adAY) = 0 对 一 切 A€ 9, 
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这 证 明了 对 9 的 正则 表示 的 不 变性 ， 因 此 6g 是 紧 埃 的 , 
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定理 10。 识 9 是 个 复 千 单 代 数 ,g 是 它 的 一 个 实 形 、 而 是 
相应 的 咎 对 合 , 则 (X, c(Y))(X, YE9) 是 6 上 非 退 化 后 米 双 线性 
型 ， 更 进一步 ,go 紧 致 当 且 仅 当 (X,acGYJ) 定 负 . 
证 ， 因 c 为 后 对 合 , 故 (X,， o(Y)) 是 9 上 非 退 化 厄 米 双 和 线性 
型 

妈 (X ,CCY)) 定 负 , 则 (Z;Z 儿 ZEgo) 定 鱼 ， 因 此 go 紧 致 . 

反之 , 如 go 紧 臻 ， 则 (4Z，Z) 定 俩 (ZEg)。 对 XE9g, 写 X 一 
yY 十 52Z,Y,Z6E9go); 于 是 ;如 天 0， 

(X,oX))=(Y +iZ,Y — 12) 
—{(Y,Y)++(Z,272)<0. 


因而 定 贸 ， 
定理 115。 负 9 为 复 御 单 代 数 ，go 是 个 实 形 而 6 是 相应 的 人 年 
对 合 , 于 是 


1) g 有 一 Cartan 子 代 数 b 存在 使 ac(b) 一 5，ctbo) 和 一色 ， 而 
. 且 c 引 起 的 一 个 正 交 变换 工 引 超 根 的 一 个 什 换 . 

2) 如 9% 紧 致 , 则 ol 日 ) = 一 日 对 HE 而 且 9 有 和 组 Weyt 基 
{Es 使 o( BE4) 二 一 Bo 对 一 切 a€ 2. 

3) 反之 ,和 输 了 6 的 一 组 Weyl 基 {8.)}, 可 定义 9 的 一 个 牛 对 


合 o 如 下 : 
oH) 一 一 也 对 He bo ， 


xl(Fw 一 一 F-。 对 ckE3， 
则 相应 于 Ga 的 实 形 
0 二 | 2, aiH a; 十 > GaFEala.; 纯 万 ,5。 一 一 如-_a | 
; a EE 
是 紧 致 的 . 
1) 见 79 页 所 引 的 六 献 
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证 。 1) 发 9 的 Killing 多 项 式 为 
[XT —adX| 二 427 二 p(X) 十 :十 p(X)N", 

而 9p,(X) 关 0。 钱 然 p,(X) 在 8g 上 不 恒 为 0, 故 ps(X) 在 8 的 实 
型 9g, 上 忆 不 恒 为 0, 这 表明 go 包 有 一 个 正则 元 Xo。。 由 于 9 御 单 ， 
bb 一 {HE€ 8 使 得 [HH， Xo] = 0} 

就 是 8 的 一 个 Cartan 子 代 数 ， 如 昌 &€0, 卓 
[ol(H), Xo = [oH), o(X0))] =: ol{HH, X11) 一 0， 
这 讲 明 了 xz( 妃 )Eb: 朗 a(b) 二 0. 
售 4 是 8 的 一 个 根 、 分 
aoa)= ao(H)) HED., 


旭 wa 蚌 定 义 在 上 的 线性 丙 数 .我 们 来 主 明 & 也 是 一 个 起 ,而 09) 
一 9 ， 实 际 上 , 裔 5。6 9g" ,出 
[区 Ee) = alfi)E,. 
作用 og 后 ,得 | 
[sC(H), o( Es)] = a(H)o(E) = (ol(H))a( Es), 

因 akb ) 二 5, 故 

[H, ol Es)] = XK(H)s( Ea). 
这 证 明了 出 是 一 个 根 而 c(8) 一 全 

最 后 ,由 
(gCHa), H) = (Ha, oH)) = a( oH)) 
:~= oH)= (Hi:,H) 


对 一 切 HE€9 推出 so(Hs) 二 Hz, 这 诈 明 了 ac 引起 根 的 一 个 奸 换 ， 
因此 ac(b) 一 bg， 而 且 c 引出 tw 的 一 个 正 交 变换 . 

在 悉 篇 旋 明 本 定理 之 前 , 先 给 出 以 下 的 

引 理 il。 讼 9 为 复 千 单 代数 ,0 是 宅 的 一 个 Cartan 子 代数 、 
而 ?是 % 的 一 个 正 交 变换 具 性 质 : gp? 一 1 及 9 引起 根 的 一 个 蔷 
换 GZ) 一 Hz。， 再 假定 对 每 个 a€ 台 给 了 一 个 非 雾 复数 po。 如 
果 { jx63) 是 9 的 一 组 Weyl 基 ， 则 9 可 扩充 成 8 的 一 个 和 对 
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合 5 使 o(Ea) = 二 psEz 的 充 要 条 件 是 


Papi = 1,， (1) 
pa0-。 = 1、 (2) 
PatBlNap 一 PapBNap, (3) 
证 9 自然 可 扩充 成 8 上 的 一 个 牛 线 性 映射 ?使 
oH) = 9p(H) 对 HE bo, 
G( Esa) 一 paBg 对 a€B 


这 和 是 因为 dimagp 一 dimcb, 故 负 和 .Eal(a€ >) 线性 地 生成 9， 
先 来 研究 到 二 1 的 条 件 ， ?一 1 对 石 E 写 H = Hi 十 
iH2, Hi, H;€ bo, 则 
oH) 一 aa) ~ io(H2)) = o( (Hi) ~ ip(H,)) 
= pH) + ip(H,) = H+ iH; = H, | 
即 汪 = 1 在 8 上 永远 成 立 ， 又 
o( Es) = ol(paBi) = papa Bi, 
因 ?==1 在 上 , 9*(He) = 二 Ha 二 Has, 即 信 二 a， 因 此 ,0 二 1 
当 且 仅 当 对 一 切 a& >， 
papi 一 1. 
再 看 5 保持 换 位 运算 的 条 件 ， 避 日 , HE€90, 因 ol(H),o(H') 
E 5, 故 
[oH), oH )} =0= 60(0) 一 CULaA)， 
其 次 
ol([ Esa, Eja])= ol(Hi) = Hi. 
[oC(E.), o( ELa))] = {oabi, paB-i] = pap_aHi, 
因此 co(|[ Eo, 86-a]) = 二 [fo(Ea), 5(E-a)】 当 且 仅 当 
Pap-a 一 1. 
内 次 
o([H, Ea]) = o(a(H)Es) = a(H)o( Bs) = a HY)psBs, 
[ol(H), ol(Ea)) = [ol(H), paBi) = palo(H), Ez] 
= a(o(H))pabsi, 
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因此 a([H, Ea) 二 [ae(H), ao(Ea)] 当 且 仅 当 


a(H) = (ol H)), 
a 


a(H) = a(olH)): 
因 ol(Hs) = Hz, 故 


oH) = (H, Hi:) = (H, ol(Ha)) 
= (oH), Ha) = a(o(H)) 
一 定 成 立 ， 最 后 ， 
ol([Es, Eg]) = oCNapEatg) 一 NappatpEz+b, 
[o(Ea), o( Eg)] = [paBi, PBEE] = pappNaB 五 zs 
内 此 sa([Ea, Epl) = [ol(Ea), ol(Ep)) 
当 且 仅 当 : | 
pa+pVap 一 fappNaB. 
这 就 证 有 明了 引 理 , 
2) 现在 设 go 紧 致 ,名 (X, o(X))< 二 0 对 X0, 5 在 % 上 
诱导 一 个 正 交 变换 而 02 = 1, 因 此 和 = 时 十 打 ， 而 
br 一 tc by 使 得 58 一 土路 


如 五 ba ,局 
(Ho, ol(H,)) = (Ho, Ho) 之 0 ， 


由 g 上 厄 米 型 4(X, ol(X)) 的 定 负 性 推出 Ho 一 0， 因此 凤 一 入 ;, 即 
5(Ho) 一 一 Hi 对 一 切 Bok gg， 更 由 ol(Ha) 二 一 Ha 一 He 推出 
0 一 一 0 

选 一 组 Weyl 基 !E。}. 置 cc(Eo) 一 psB-a, 因 WNoa,p = 二 一 N-_a_p 
= 一 Ni, 所 以 根据 引 理 1 一 定 有 

/ Fep-s 一 pap-a 一 1， 
oac-8 一 一 Na0p 
由 第 一 式 推出 ps 为 实 。 其 欢 
(Ea, 6(Ea)) = pa( Esa, E-a) = pa < 0, 

克 pa 二 0， 合 pa 一 (一 pe) 3《 取 正 根 ), 填 Es = ps Ea， 
剧 
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(E, 3 E-a) — pa D-。 一 二 
[Es, Es] = pappNuspEorp = NapEatp, 


， _ bapp ， (一 pz) 并 一 ps) 
A pra (pap)™ 
= Nagp 一 —Na_p = —N-_ap, 
这 是 褒 {Ea ji(a6E 卫 ) 也 是 一 组 Weyl 基 。， 我 个 有 
oo(BEs)= pao(Ba) = pa paB-s — pa pal( pL a) Ee 
= (—p0a) ips(— pa)3E'a = ~—E’,, 
这 证 了 表 了 2)， 
3) 首先 ,我 们 注意 ， 根据 引 理 1, o 是 9 的 一 个 千 对 合 . 合 
9 一 {XE9 使 得 cGX) 二 X}， 
则 9。 是 的 一 个 实 形 . 易 旺 V1 1 Ho, ***, V1Hs, Rh& Ea — 
Es，M 一 1(Es 十 E_oXa€ 214) 是 9 的 一 组 基 (对 实数 域 而 车 ). 笨 
下 的 间 题 臣 雪 证 9: 是 紧 致 李 代 数 . 我 们 来 计算 9 的 Killing 型 . 取 
各 一 > Vi 1 Ha, 十 DY, saks, x 实 ， Fa 一 一 0-。 


:过 


由 


(X,X)= ( > xiHa,, > mH: | 十 > ToG_a 


aE> 


== ( >, xilHa;, > :3 iHa; )— 之 Fana, 


一 1 


因此 (X, X) 是 定 负 的 。 这 证 有 明了 9。 是 果 臻 中 单 李 代 数 

这 样 定 理 10 束 完 全 证 表 了 . 

我 们 把 9. 称 为 8 的 西 限制 李 代 数 . 

我 们 知道 ， 决 定 一 切 贤 致 千 单 代数 只 需 决 定 一 切 复 千 单 代数 
的 紧 致 实 形 郎 可 ， 根 据 定理 10, 复 伯 单 代数 的 紧 到 ¥ 实 形 租 可 通过 
定理 中 3) 所 指出 的 方法 构造 出 来 . 

更 进一步 ,我 们 有 
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定理 12。 复 牛 单 代 数 9 的 任意 两 个 紧 致 实 形 背 同 构 ， 实 际 
上 ,此 可 通过 9 的 一 个 内 自 同 构 使 其 中 之 一 变 到 另 一 . 

证 。 根据 Cartan 子 代 数 的 共 顽 性 ， 可 假定 g 的 这 两 个 紧 至 
实 形 沸 系 由 同一 Cartan 子 代数 0 所 定 。 但 当 6 给 定 后 , 9 的 Weyl 
基 { 5a}(a€ 多 ) 可 能 不 只 一 租 ， 设 {B84}, {E41}(a&《 允 ) 是 9 的 两 租 
Weyl 基 , 谷 

[Es, Es] = NapEatp,[ Ea, Ep] — NapEa+p, 
因 N2g = Np 一 Ragp > 0, 故 Nop 二 土 Nap， 于 是 根据 第 五 章 定 
理 6 的 证 明 , 有 9 的 自 同 构 o 存 在 ,使 
o(H)= HH, HED 
ol(Es)=+Es, a€¥ z 

再 根据 第 八 章 引 理 2, ca 一 定 是 形 为 exp ad H(H &€9) 的 内 自 同 构 ， 

由 此 即 可 推出 定理 12. 

另外 ,显然 由 定理 11 亦 可 推出 : 紧 致 代数 gs 单 , 当 且 仅 当 [g,1 
亦 单 ， 因 此 根据 定理 11 和 12, 要 决定 一 切 单 紧 致 代数 ,只 须 定 出 
每 一 复 单 代数 的 一 个 紧 致 实 形 ， 而 这 只 要 在 复 单 代数 中 国定 一 个 
Cartan 子 代 数 , 然 后 按 定 理 11 中 3) 的 方法 作出 蕊 的 紧 致 实 形 . 

我 个 来 确定 典型 代数 的 紧 致 实 形 , 
首先 研究 4。。 4 由 所 有 跻 为 0 的 (” 十 1) X (2 二 1) 振 阵 
构成 ,而 : 


A 
bo = H(A NA) = 四 
人 ,+1 


是 4 的 一 个 Cartan 子 代数 ， 4 的 根系 是 


,| 


2; 一 和， 1 过?,， 贸 世 nn 十 1，,i 关 包 
将 4, 的 根据 人 日 有 
1 | 
Hi = 一 一 一 一 Enx:—E 。 
A re i ) 


注意 Ei 是 相应 于 人 一 从 的 根 辣 草 ,而 
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[ 五， Er | ~ 一 FE, 一 bkR 一 一 2( 7 十 1 Has 


如 倒 
1 
En 一 一 一 一 一 一 BE， 
2(z 十 工 ) 、 
由 


[Es aes Eomit)) = Hs 
容易 验证 1 E1,-ux1 是 一 组 Weyl 基 ， 由 此 而 得 的 4。 的 紧 致 实 形 
《4,)。 由 
M1Him Bn ~ Ew, MVM—1l(En+ En) 
的 实 线 性 组 合 构成 ， 因 此 (4,) .由 一 切 ( 十 1) X (zn 十 1 的 跻 为 
0 的 斜 厄 米 矩 阵 粗 成 
B, 中 取 


a / 
r 


B, 的 根系 是 
十 ;十 Mk < ) 和 土 人 
将 8, 的 根 岂 入 9， 


1 
472 一 2 


百 . ~ ( 土 H.;)., 


47 一 2 
我 们 有 根 癌 量 


0 0 : 
Elg 一 | Ex } op -一 | Es 让 ~ R， 
— Er — Eixr 


( 土 H; + Hi )， Hii; 


\ 


0 0 z 
Erhn 一 | 0 Er 一 Be } | 0 . j ?< 
、 0 iR 十 Ri 0 


0 0 ei 0 ei 0 
Ei. 一 一 Ci 0 0 . bE; 一 一 0 0 0 » 
0 0 0 : e: 0 0 
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[Ets EG))] 一 已 :一己 
[Etts E+ ] 已， 十 Hi, 
[E,,. Ei,] = i. 
如 分 z 
Ei, — Ei Kai 一 Es—ik), 
47 一 2 V 412 -一 2 
~ 1 ~ : 
已 + 大 到 一 Eritits 了 一 ip) 一 已 一 (1 一 全 )3 
V4n 一 2 42 一 2 
及)， 一 Ei,, Bi, 一 El,, 
M4n 一 2 A 4n 一 2 


容易 验证 {644,ixxw，Eirss} 是 一 组 Weyl 基 ， 这 和 组 Weyl 基 所 定之 
索 致 实 形 由 8B, 中 一 切 斜 厄 米 阵 和 组成. 

同样 方法 可 得 ，C。 的 一 个 紧 致 实 形 由 C。 中 一 切 任 厄 米 阵 
粗 成 ，D，。 的 一 个 紧 致 实 形 由 D, 中 一 切 斜 厄 米 阵 组 成 . 
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由 于 任 一 站 单 紧 致 代数 此 是 它 的 复 扩充 的 西 限制 代数 ， 因 此 
只 需 戎 察 复 华 单 代 数 9 的 西 限制 代数 9 
亦 O 是 6。 的 一 个 表示 ，。 上 1， “人 是 dw 的 一 租 基 , 则 


Fr F 


> Ci 一 > >， cip( XxX,) (ci 为 复数 ) 


fi 二 1 i 二 1 


殊 是 8 的 一 个 表示 ， 仍 记 之 为 p， 反 之 , 9 的 任 一 表示 P 对 9 的 
限制 是 9 的 一 个 表示 . 9 和 gs 有 同一 租 基 , 故 P 作为 9, 的 表 
示 不 可 狗 当 且 仅 当 p 作为 8 的 表示 不 可 欧 , 而 且 p 作为 94 的 表示 
完全 可 狗 当 且 仅 当 2 作为 9 的 表示 完全 可 移 ， 因 此 我 们 有 

定理 13。 千 单 紧 至 代数 的 任 一 表示 此 完全 可 移 . 

我 们 再 答 出 另 一 证 明 ( 积 分 方法 )， 讼 9 是 咎 单 紧 私 代 数 , 王 
是 以 9 为 李 代 数 的 单 连通 李 举 @G。 是 紧 致 的 ， 9 的 任 一 表示 P 
此 是 6 的 某 一 表示 和 的 微分 p = ”反之 ，G， 的 任 一 表示 和 


分 


$ 4. 人 御 单 紧 致 李 代 数 和 的 根 和 权 293 


的 微分 4@ 是 8, 的 一 个 表示 ， 显 然 ,P 不 可 锡 当 且 仅 当 @ 不 可 先 ， 
而 6 先 全 可 物 当 且 仅 当 人 D 完 全 可 移 。， 因 紧 到 ° 全 的 任 一 表示 此 完 全 
可 物 , 故 9 的 任 一 表示 将 完全 可 龟 , 

汪 ， 从 这 个 诈 明 亦 可 推出 复 秆 单 代 数 的 任 一 表示 和 交 完 全 可 
缴 . 这 是 日 .Weyl 原来 的 证 明 . 

说 8 是 9 的 一 个 Cartan 子 代 数 , mq,"**，an 十 上 9 对 于 5 的 一 
和 组 素 根系 , 则 VW 一 1 ,V 一 1R。 是 炙 一 8 站 9 的 一 租 基 . 
自然 岁 .是 9, 的 一 个 极 大 交换 子 代数 , 称 为 9 的 Cartan 子 代数 ， 

设 w 是 9 的 表示 P 的 一 个 权 , 表 示 空 站 为 V, 相 应 的 权 向 量 为 ~ 
* 天 0. 即 


于 在 


pop(H)x = w(H)zx, HED 


”PCB xz = w(H')x, H' Cb,. 

因此 w( 看 作 上 的 一 个 线性 范 数 ) 束 是 9g, 的 表示 P 的 权 ， 我 们 
送 骨 

1 理 2。9, 的 权 和 此 是 多 上 纯 虚 的 线性 画 数 ， 

证 。 因 权 可 表 成 根 的 有 理 系 数 线 性 组 合 , 故 只 需 对 根来 起 明 
”本 引 理 序 可 . 我 们 知道 , 94 的 Killing 型 是 定 负 的 ， 而 adA(A€ 9,) 
是 &% 上 的 斜 厄 米 变换 ， 因而 它 的 特征 值 是 逢 虚数 ， 特别 adH 
(H' € 9,) 的 特征 值 是 纺 虚 数 ， 于 是 根 篆 是 纯 虚 的 ， 广 举 . 

设 w 是 一 个 权 , 有 日 。€0 使 


(已 ， H.,) 一 w(H), HE b. 
等 别 
wtH') 一 (FE ， Hs。), H € b,, 


H。 = 2xiHs, MHsED, HD : 

oH)= mi(H, Hs), H' € Yb,. 
合 BH') 二 (H ，Hs)， 疏 称 5 为 及 的 权 ， 特别 ,对 根 a， 有 
BEzcb 使， | 


站 


oa(H’) = 2m(H, Hi), H €b,. 


aH) = (H, Hi), 
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称 & 为 9 的 根 ， 
组 设 ExzakEz) 构 成 9 的 一 组 Weyl 基 , 则 [9。] 的 乱 构 公式 可 写作 
[Hi, Hl = 0, Hi, H,€ Db, 
[H'’, Ez] = 2xia(H' )Ea, 
[ Ez, Ei) = 2xiHa, 
[Ex, EB) = Nai,BEY+, 
Nz,b 二 0 当 且 仅 当 a 十 B¢3 
o( Ez:) 二 一 Ez (og 为 g 相应 的 8 的 舍 对 合 ). 
容易 看 出 , by 郎 由 一 切 Hz(a&€ 3) 的 实 系数 线 性 组 合 所 构成 . 
94 的 Kiling 型 对 9 的 限制 给 出 hs 的 一 个 定 负 的 度量 ， 分 
(&, B) = —(Hz, Hi), 
则 8 的 根 的 全 体 亦 成 一 6 系 ， 对 于 乌 中 任 一 次 序 , 94 的 来 根 成 一 
x 条. 易 见 , 9 和 9。 有 相似 的 根系 和 基础 根系 ， 上 比例 因子 为 (2x》， 


外 ~ 
(a, B) = (2x)'(a, B). 


因此 可 用 9 的 Dynkin 图 来 代表 9。 

从 第 十 章 的 苦果 立 列 推 知 

定理 14.。1) 设 P 是 9% 的 一 个 不 司 鹊 表示 ， 了 为 表示 空间 , 划 
V 由 权 向 量 生 成 ， 而 且 存 在 唯一 的 一 个 权 wo (相对 于 一 租 基 础 根 
有 系 而 言 ), 称 为 首 权 , 使 得 2 的 权 此 有 形状 


Wo 一 Qi 一 0 一 Ci， 0j Ci C 工 ， 
而 wo 是 单 权 ， 双 如 & 是 权 ，& 是 根 ， 则 2 是 整数 而 


6— es 也 是 权 , 并 与 名 有 相同 的 重 数 . 
2) 9 的 任 一 不 可 狗 表 示 此 由 它 的 首 权 唯一 确定 . 
3) Bb 上 的 一 个 实 线 性 而 数 5 是 g， 的 某 一 不 可 和 约 表 未 的 首 
权 , 当 且 仅 当 
2(%, a 是 宇 0 的 整数 . 


(6;, & 
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4) Qu 有 好 个 基 本 表示 plL ”9 pp， 宅 仙 的 首 权 WwW1s 9 四 适 
合 条 件 


$ 5. 复 牢 单 代数 的 实 形 


931 理 3。1) 座 9 是 个 复 李 代数 ,go 是 写 的 一 个 实 形 , 而 = 是 
相应 的 年 对 合 ， 设 是 9 的 一 个 复 子 空间 ,而 j= 二 bgo, 旧 b 由 
充 . 

2) 设 t 是 9 的 另 一 牢 对 合 而 ar 二 rg， 以 gt 表 相 应 于 zy 的 
实 型 ， 合 


| t= {X gr 使 得 s(X) = 二 土 X})， 


gr 一 9r 十 9z， 9 = gr + igr. 
证 。 1) 讼 9 由 妨 在 C 上 生成 ， 则 2Z&€b 可 表 成 Z 二 XX 十 
iY，X，Y 《bp， 于 是 5G4Z) 一 和 一 让。 因此 o( 了 )Cb,。， 又 因 
二 1, 故 o(b) 二 反之， 设 o(b)= 二 bb 而 Z€《9， 则 X= 


(2Z+o(Z)) 和 YY 一 方 (Z 一 o(Z))6 一 ng 而 ZX 


十 i?Y， 于 是 上 由 久生 成 . 

如 果 o(b) 一 ,自然 8 是 b 的 复 扩充 ， : 

2) 设 or 二 To 如 XEg:, 则 T(o(X)) = o(7(X)) = olX), 
因此 cz(gr) 二 8:， 于 是 ,如 将 gz 看 作 一 个 实 空间 , 划 6 就 是 ge 上 
一 个 线性 变换 而 2* 二 1， 因 此 


gr 一 gf 十 97， 
及， 8 = G++ 19gr — 97 十 gr 十 fg7 十 197 ， 故 
go 一 gr 十 29r， 


定理 15. J 9 是 复 定 导 李 代数 ， % 是 9 的 一 个 实 型 而 6 是 相 
应 的 年 对 合 
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a 


1) 9 有 一 紧 致 实 形 9 窜 6 保持 不 变 , 序 ol(94) 一 9。 因 之 5G 
为 9 的 自 辐 构 而 = 二 1( 称 5 为 9. 的 对 合 自 同 构 ). 
2) 分 9 二 gg 门 4， 则 9# 是 9 中 不 动 点 的 全 体 , 再 分 44 一 
{X69 使 得 oC(X) = 一 X}, 则 时 是 9 的 紧 致 子 代 数 而 
9 一 9 十 19，g 和 一 gx 十 私 。 
证 。 1) 根据 定理 12, 8 有 一 个 Cartan 子 代数 9 和 室 a 保 桂 不 动 ， 
二 o(9) = 二 了 .在 定理 12 中 也 诈 明 了 aa 5| 起 9 的 根 的 一 个 起 换 , 而 


oHa) = Hz, uCH) = a(o(H)), 
设 5Eo(xEz) 是 9 的 一 组 Weyl 基 . 由 


[BF 一 a(E)E。 
推出 


{eo(H), ol Ea.))] = a(H)o( Ea), 


[HH, ol Ea)] = &(H)o( Ea). 
因此 a(E。) 一 po5z。 由 $3 中 引 理 知 pe 适合 
Papz = 1,， 
pap-a 一 |， 
patpBNap 一 DepDBNz 包 
” 按 下 式 来 定义 9 的 一 个 个 线 性 映射 : 
TBo) 一 一 局， Ho 
TCEa)= —ipslEs, ok. 
我 们 来 验证 $3 中 引 理 的 条 件 (1),(2),(3) 戊 立 ， 我 们 有 
~(—1ps1)(—|p-al)= |psp-el| = 1, 
(—|pel)(~—|p-el) = |psp-el 一 | 
这 是 (1) 和 (2)。 因 Nap 一 一 No,-p, 故 (3) 等 价 于 
、 | parp| 一 |pa | |pal. 


即 


我 们 和 芭 道 


和 (Ha, He) = (o(Ha), o(Hg)) = (Hs, Hj) (Hz, Hg), 
i / | 


Ca, B) 一 (&, B)， 
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A 因此 
N23,s 二 二 ~ (0, a)g(1 十 p) = 二 (人 &)g(1 十 户 ) 一 zi。 


这 样 , 取 patpNa,8 二 pe0pvaz 6 双方 之 息 对 值 , 朗 得 

[parp| = |pel | ppl. 
这 样 ， 根 据 $3 中 引 理 1 推出 7 是 8 的 一 个 年 对 合 . 以 私 表 z 的 
不 惑 氮 的 全 体 , 现 在 证 明 9 是 染 致 的 。 设 XE€8, 写 


X 一 > ci + Dj TeBEe, eis Te 复数 


EZ 


则 


Li 


r(X) 一 一 信 ， SHa; — DY) talpel Eo. 


i 二 1] a EC 


于 是 
(X, rT(X)) = -(> cess DJ iis, ) — Dy reel 


一 -> ci Ha;, Ha,) 一 人 rip < 


了 一 
郎 (X, tr(X)) 定 负 ， 因 此 ,根据 定理 11, 94 是 紧 致 的 。 
我 们 骨 放 了 明 cr = 二 ro， 设 HOE€ %, 则 
ort(Ho) = oC—Ho) = —o(H), 
ro(Ho) = —o(Ho), o(bo) = bo， 


ot(Es)=o(—|pa|E-s) = —|palp-aBEs 
一 psl Es, 
pa 
to( Esa) = Tt(paBEi) = Be( ~ |p2|)B-s 
——_ Pb: p,m legp, 
| pal pa 
( 因 pup。 为 正 实数 )， 因 此 ar = ra。 


现在 设 XX《94, 央 
oX)= or(X) = ro(X), 
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因此 oC(X) € dz, 这 证 有 明了 o(9,) -一 G4 , 印 1 ) 成 立 ， 
2) 是 引 理 1 的 直接 推 基 ,只 要 注意 到 or 一 ra. 定理 15 证 些 ， 
设 go 是 个 第 单 实 李 代数 ,go 的 一 个 直 和 分 解 


go 一 中 十 9 
称 为 go 的 一 个 Cartan 分 解 .如 果 自 是 g 的 一 个 子 代数 而 
dy 一 qi 十 29: 


是 [go] 的 一 个 紧 致 实 形 。 这 时 ，9 称 为 go 的 一 个 特征 子 代 数 ， 写 
自然 是 紧 致 的 ,而 6 一 dim 91 一 dim 9: 称 为 9 的 符号 盖 . 定理 15 
证 明了 , 千 单 实 代 数 总 有 Cartan 分 解 存在 ,也 证 朋 了 ,对 于 Cartan 
分 解 g 一 9 于 gz 映射 
G(X)=X 对 XEqg, 
o(X)= —X 对 X €ig, 
是 94 的 一 个 对 合 自 同 构 , 
反之 , 设 o 是 9 的 一 个 对 合 自 同 构 ， 在 [9,] 中 取 
go 二 9x 十 i9x ，9K 一 {XE€g 使 得 so(X) = 二 土 X}.- 
可 证 go 是 [9] 的 一 个 实 形 而 go 一 9z 十 18; 是 的 一 个 Cartan 分 
解 。 于 是 我 们 得 出 结论 : 

宁 理 16.。 设 9 是 一 个 个 单 紧 至 代数 ，T 是 gs 的 一 个 对 合 自 
同 构 。 分 咏 二 {4X 《9 使 得 TC(X) = 土 X}, 虽 g 二 9 十 i97 是 个 全 
单 实 代 数 而 [9g] = [8]。 反 之 ,如 是 任 一 咎 单 实 代 数 , 则 有 一 紧 
致 个 单 代 数 9 和 9 的 一 个 对 合 自 同 构 7 存在 ,使 % 一 gt 十 igz， 

这 样 ， 决 定 一 切 御 单 实 代数 的 腾 题 朗 化 为 决定 一 切 竺 单 紧 至 
代数 的 对 合 自 同 构 的 有 间 题 ? 


1) 关于 这 个 问题 的 解决 六 及 对 实 单 代 数 分 类 的 应 用 ， 哺 参 并 “F. Gantmacher， 
Canonical representation of autoimorphisms of a complex semi-simple Lie 
group, Mar. C6oprux, 5 (1939), 101—146» 和 “F. Gantmacher, On the 
classifitation of real simple Lie groups, Mar. C6oprux, 5 (1939),， 217— 


249” 以 及 " 严 志 达 , 李 雄 与 微分 几何 ,第 四 章 , 人 民 教 育 出 版 社 ,北京 ,1961”， 
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